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Functional model ۱ 
Stochastic model ۲ 

VCE: Least Squares Variance Component -LS ۳

Estimation 
 Random Level Shifts :RLS ٤ 

Williams ٥ 
AlgorithmChange Detection  ٦ 

EPN (EUREF Permanent Network) is a  ۷

European Network of more than 200 continuously 
operating GNSS reference stations  

icola PerfettiN ۸ 

GPS Fiducial Network Italian ۹  

][

]

[

 ] [

-
-

  

                                                           
Squares Harmonic -Multivariate Least ۱۰

Estimation 
 series-time Univariate ۱۱  

http://en.wikipedia.org/wiki/Europe
http://en.wikipedia.org/wiki/GNSS
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 هاي نويزبرآورد مولفه -2-1

 

 

𝑥̂ = (𝐴𝑇𝑄𝑦
−1𝐴)

−1
𝐴𝑇𝑄𝑦

−1𝑦               (1                 )

                               

اي از مشاهدات )مختصات روزانه مولفه 𝒎 بردار 𝒚 که

 𝑨 و بردار مجهولات  𝒙 ها(، مربوط به هر يک از مولفه

 باشد.ميماتريس ضرائب 
 

𝑒̂ = 𝑃𝐴
⊥𝑦   و      𝑦̂ = 𝑃𝐴𝑦                                        (2)   

 

  𝒚̂ مشاهدات برآوردشده و 𝒆̂  هاي کمترين باقيمانده

𝑷𝑨 و  𝑷𝑨 باشند.مربعات مي
-نيز تصويرگرهاي قائم مي ⊥

 :باشند
 

𝑃𝐴 = 𝐴(𝐴
𝑇𝑄𝑦

−1𝐴)
−1
𝐴𝑇𝑄𝑦

−1  (3                         )  

𝑃𝐴
⊥ = 𝐼𝑚 − 𝑃𝐴 

 

هاي زماني که يک ترند خطي و همچنين سيگنال

ها وجود داشته باشد، ( در سري داده𝒒متناوب )به تعداد 

 مدل فانکشنال بصورت زير خواهد بود: 
 

𝐸{𝑦(𝑡)} = 𝑦0 + 𝑟𝑡 + ∑ (𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜔𝑘
𝑞
𝑘=1 𝑡 +

𝑏𝑘𝑠𝑖𝑛𝜔𝑘𝑡) (4                                                )  

 

موج  يکنندهبيانکسينوسي  وجملات سينوسي 

بردار  باشد.سينوسي همراه با فاز اوليه مخالف صفر مي

و  (شيب خط)  𝒓، )عرض از مبدأ( 𝒚𝟎، شامل 𝒙 مجهولات

 .است 𝒃𝒌و  𝒂𝒌 بئضرا

                                                           
Unbiased Estimation Best LinearBLUE:  ۱  

کواريانس مشاهدات،  -س واريانماتريس -2-2

 مدل تصادفي 

توان از طريق کواريانس مشاهدات را مي-ماتريس واريانس

  مدل تصادفي بصورت زير بدست آورد:
 

𝑄𝑦 = 𝐸{(𝑦 − 𝐴𝑥)(𝑦 − 𝐴𝑥)
𝑇} = 𝑄0 +∑ 𝜎𝑘𝑄𝑘

𝑝

𝑘=1
 

 (5)  

  
کتور فا 𝝈𝒌 ،معلوم فاکتورهاي کوماتريسها 𝑸𝒌 که 

 قسمت معلوم ماتريس 𝐐𝟎و  مجهولهاي واريانس

باشند. چنانچه سري زماني شامل مي کواريانس مشاهدات

با   4و رندوم واک 3فليکر و دو نويز رنگي 2نويزهاي سفيد

𝝈𝒘هايواريانس
𝟐 𝝈𝒇 و  

𝝈𝒓𝒘و 𝟐
𝟐 را برابر صفر در  𝑸𝟎 باشد و  

نظر بگيريم، ماتريس کواريانس سري زماني به صورت زير 

 خواهد بود:
 

𝑄𝑦 = 𝜎𝑤
2𝑄𝑤 + 𝜎𝑓

2 𝑄𝑓 + 𝜎𝑟𝑤
2 𝑄𝑟𝑤      (6    )             

   
هاي برابر سه خواهد بود. ماتريس  𝒑حالت در اين  

باشند را مي 𝒎×𝒎هايي با ابعاد کوفاکتور که ماتريس

تعداد مشاهدات  𝒎توان از روابط زير بدست آورد که مي

 در سري زماني است.
 

𝑄𝑤 = 𝐼𝑚×𝑚 (7       )                                         
   

تواند از عناصر ماتريس کوفاکتور نويز رنگي فليکر مي

 : ]15[ي زير محاسبه گردد رابطه
 

𝑞𝑖𝑗
(𝑓)
=

{
 
 

 
 
9

8
                                      𝑖𝑓  𝜏 = 0   

 
9

8
(1 −

𝑙𝑜𝑔𝜏
𝑙𝑜𝑔2

+ 2

24
)       𝑖𝑓  𝜏 ≠ 0   

  

𝜏 = |𝑡𝑗 − 𝑡𝑖|                                  (8       )               

 

                                                           
White noise ۲ 

r noiselickeF ۳ 
Random walk noise ٤ 
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][

 𝑄𝑟𝑤 = 𝑓
𝑠
−1 [

1 1 … 1

1 2 … 2
⋮

1

⋮ ⋱

2 …

⋮

𝑚

]   𝑓
𝑠
=

𝑚−1

𝑇
 

  

𝑻(𝒚𝒓) 𝒇𝒔

 (𝒚𝒓) −𝟏

][

 

𝜎̂𝑝×1 = 𝑁𝑝×𝑝   
−1 𝑙𝑝×1                            

𝑙, 𝑘 = 1,2, … , 𝑝

𝑛𝑘𝑙 =
1

2
𝑡𝑟 (𝑄𝑘𝑄 𝑦

−1𝑃𝐴
⊥𝑄𝑙𝑄 𝑦

−1𝑃𝐴
⊥)                       

 

𝑙𝑘=
1

2
𝑒̂𝑇𝑄 𝑦

−1𝑄𝑘𝑄 𝑦
−1𝑒̂ −  

1

2
𝑡𝑟 (𝑄𝑘𝑄 𝑦

−1𝑃𝐴
⊥𝑄0𝑄 𝑦

−1𝑃𝐴
⊥)  

                                                                 

-
GPS

 

][

 

𝐻0:  𝐸(𝑦) = 𝐴𝑥                         

𝐸{𝑦(𝑡)} = 𝑦0 + 𝑟𝑡 +∑(𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜔𝑘

𝑞

𝑘=1

𝑡 + 𝑏𝑘𝑠𝑖𝑛𝜔𝑘𝑡) 

𝑥 = [𝑦
0
 𝑟 𝑎1 𝑏1 … 𝑎𝑞 𝑏𝑞]

𝑇
  

𝐻𝑎:  𝐸(𝑦) = 𝐴𝑥 + 𝐴𝑜𝑓𝑓𝑥𝑜𝑓𝑓       

𝑨𝒐𝒇𝒇

𝐴𝑜𝑓𝑓 = [

𝑝1
𝑝2
⋮
𝑝𝑚

]    

 𝑝
𝑖
= {

1;  𝑡𝑖 ≥ 𝑡𝑜𝑓𝑓
0;  𝑡𝑖 < 𝑡𝑜𝑓𝑓

            ,     𝑥𝑜𝑓𝑓 = 𝑐𝑜𝑓𝑓                 

𝒄𝒐𝒇𝒇 

𝒕𝒐𝒇𝒇

 
𝑡𝑜𝑓𝑓 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥

𝑡𝑗

𝑃(𝑡𝑗)                                (16)  



  

۹۹ 
  

ي ها از رابطهبه ازاي هر يک از اپک 𝑷(𝒕𝒋)که در آن 

 آيد:زير بدست مي
 

𝑃(𝑡𝑗) = 𝑒̂
𝑇𝑄̂ 

𝑦

−1
𝐴𝑗(𝐴𝑗

𝑇𝑄̂ 
𝑦

−1
𝑃𝐴
⊥𝐴𝑗)

−1𝐴𝑗
𝑇𝑄̂ 

𝑦

−1
𝑒̂    

𝑗 = 1,2, … ,𝑚                            (17)                     
  

 

 باشد:بصورت زير مي 𝑨𝒋که بردار 
 

𝐴𝑗 = [

𝑝1
𝑝2
⋮
𝑝𝑚

]   (18 )                                            

       

𝑝𝑖 = {
1;   𝑖 ≥ 𝑗
0;   𝑖 < 𝑗

 

 

𝐴𝑥 + 𝐴𝑜𝑓𝑓𝑥𝑜𝑓𝑓

𝑦

 𝑸̂ 𝒚
 
 𝑷𝑨

⊥

 𝑗𝑗 =

1,2, … ,𝑚𝑨𝒋𝑷(𝒕𝒋)

𝑷(𝒕𝒋)

 

-هاي کشف شده در سريتست آفست -2-5 
 هاي زماني

دار بودن آفست ، جهت معني 𝑡𝑜𝑓𝑓پس از بدست آوردن 

 آماري از تست زير استفاده شده است:از نظر 

𝑇 = 𝑚𝑎𝑥
𝑡𝑗

𝑃(𝑡𝑗)         ,   𝑇 ~ 𝜒
2
(1 ,1−𝛼)           (11)   

𝑻 

α

{

𝑖𝑓     𝑇 <  𝜒2   ∶ 𝐻0 قبول ميشود      
 

𝑖𝑓     𝑇 >  𝜒2   ∶  𝐻0 رد ميشود          
 (22 )             

  

                                                           
chi square distribution۱   

analysisUnivariate  ۲ 

 𝑨𝒋

𝑨-

  𝑨

𝑷𝑨
⊥𝒆̂

𝒕𝒐𝒇𝒇

𝑨

 

 

-هاي نويز در آناليز چندبرآورد مولفه -3-1
 متغيره

][𝒈

 

 

𝑋 = [𝑥1   𝑥2 … 𝑥𝑔 
 ]
𝑛×𝑔

 

 

 𝑌 = [𝑦1   𝑦2 … 𝑦𝑔 
 ]
𝑚×𝑔

                                (21 )  

 

𝑚بردارهاي   𝒚𝒊که در آن × 𝑛بردارهاي    𝒙𝒊و 1 × 1  

𝑖و  = 1,2, … , 𝑔 باشد.مي 

در آناليز چندمتغيره، بصورت زير مدل فانکشنال نيز 

 خواهد بود:
 

𝐸(𝑣𝑒𝑐(𝑌)) = (𝐼𝑔⨂𝐴)𝑣𝑒𝑐(𝑋)                     (22)  

                                                           
analysisMultivariate  ۳ 

squares harmonic estimation-ultivariate leastM ٤ 
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𝒙 , 𝒚, 𝒛

GPS

𝑔 = 3

-𝑸𝒎×𝒎

 

𝑋̂ = (𝐴𝑇𝑄 
−1𝐴)−1𝐴𝑇𝑄 

−1𝑌

𝐸̂ = 𝑃𝐴
⊥𝑌           𝑌̂ = 𝑃𝐴𝑌

 

𝑋̂ 𝑌̂𝐸̂

𝑃𝐴 𝑃𝐴
⊥

 

- 

𝐷(𝑣𝑒𝑐(𝑌)) = 𝑄𝑣𝑒𝑐(𝑌) = 𝛴𝑤⨂𝐼 + 𝛴𝑓⨂𝑄𝑓  

  

𝛴𝑤 𝛴𝑓𝑔 × 𝑔  

𝑔

∑  𝑤 =

[
 
 
 
𝜎11
𝑤 𝜎12

𝑤 … 𝜎1𝑔
𝑤

𝜎12
𝑤 𝜎22

𝑤 … 𝜎2𝑔
𝑤

⋮   ⋮   ⋱   ⋮
𝜎1𝑔
𝑤 𝜎2𝑔

𝑤 … 𝜎𝑔𝑔
𝑤
]
 
 
 

                           

∑  f =

[
 
 
 
 
σ11
f σ12

f … σ1g
f

σ12
f σ22

f … σ2g
f

⋮   ⋮   ⋱   ⋮
σ1g
f σ2g

f … σgg
f
]
 
 
 
 

        

 𝑔

𝑚

𝑄𝑣𝑒𝑐(𝑌)𝑚𝑔 ×𝑚𝑔

][

 

-
∑  𝑓∑  𝑤

𝜆𝑓𝜆𝑤

𝛴𝑓 = 𝜆𝑓𝛴     ,    𝛴𝑤 = 𝜆𝑤𝛴                 

𝑚 ×𝑚

𝑄 = 𝜆𝑤𝐼 + 𝜆𝑓 𝑄𝑓        

𝑝 = 2

:

ŝ = [
λ̂ω
λ̂f
]

 

𝑠̂𝑝×1 = 𝑁𝑝×𝑝    
−1 𝑙𝑝×1

𝑙, 𝑘 = 1,2, … , 𝑝

𝑛𝑘𝑙 =
𝑔

2
𝑡𝑟(𝑄  

−1𝑃𝐴
⊥𝑄𝑘𝑄  

−1𝑃𝐴
⊥𝑄𝑙)

𝑙𝑘 =
𝑚 − 𝑛

2
𝑡𝑟 (𝐸̂𝑇𝑄  

−1𝑄𝑘𝑄  
−1𝐸̂(𝐸̂𝑇𝑄  

−1𝐸̂)
−1
) 

𝐸̂ = 𝑃𝐴
⊥𝑌

-𝛴

 𝑄̂ = 𝜆̂𝑤𝐼 + 𝜆̂𝑓 𝑄𝑓  

 

∑ =
𝐸̂𝑇𝑄̂−1𝐸̂

𝑚−𝑛
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𝐻0:  𝐸(𝑣𝑒𝑐(𝑌)) = (𝐼𝑔⨂𝐴)𝑣𝑒𝑐(𝑋)

𝑋 = [𝑥1   𝑥2 … 𝑥𝑔 
 ]
𝑛×𝑔

 

𝑥𝑖 = [𝑦0  𝑟  𝑎1  𝑏1  …  𝑎𝑞  𝑏𝑞]
𝑇
 

𝑖 = 1,2, … , 𝑔 

 

𝐻𝑎:  𝐸(𝑣𝑒𝑐(𝑌)) = 

= (𝐼𝑔⨂𝐴)𝑣𝑒𝑐(𝑋) + (𝐼𝑔⨂𝐴𝑜𝑓𝑓)𝑣𝑒𝑐(𝑋𝑜𝑓𝑓)

𝐴𝑜𝑓𝑓 = [

𝑝1
𝑝2
⋮
𝑝𝑚

]     ،   𝑝𝑖 = {
1;  𝑡𝑖 ≥ 𝑡𝑜𝑓𝑓
0;  𝑡𝑖 < 𝑡𝑜𝑓𝑓

 

𝑋𝑜𝑓𝑓 = [𝑥𝑜𝑓𝑓1 
  𝑥𝑜𝑓𝑓2 

… 𝑥𝑜𝑓𝑓𝑔 
 ]
1×𝑔

 

 

𝑥𝑜𝑓𝑓𝑖
= 𝑐𝑜𝑓𝑓 𝑖     و      = 1,2, … , 𝑔        

 

𝑡𝑜𝑓𝑓

𝑡𝑜𝑓𝑓 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥
𝑡𝑗

𝑃(𝑡𝑗)𝑃(𝑡𝑗)

 

𝑃(𝑡𝑗) = 𝑡𝑟(𝐸̂
𝑇𝑄−1𝐴𝑗(𝐴𝑗

𝑇𝑄−1𝑃𝐴
⊥𝐴𝑗)

−1𝐴𝑗
𝑇𝑄−1𝐸̂∑−1)  

 𝑄 𝑃𝐴
⊥

 𝑗𝑗 = 1,2, … ,𝑚𝐴𝑗

𝑃(𝑡𝑗)

𝑃(𝑡𝑗)

 

𝑇 = 𝑚𝑎𝑥
𝑡𝑗

𝑃(𝑡𝑗) ~ 𝜒
2
(𝑔 ,1−𝛼) 

𝑇 

𝑔𝑔

𝛼𝑔 = 3

GPS

𝐴
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-
 𝑥 𝑦𝑧

 

                                                           
Cholesky factorization ۱  
Transpose ۲  
Normally distributed pseudorandom numbers ۳ 

𝑥 

-

𝑃(𝑡𝑗)



  

۸۳ 
 

  

-

 

       

       

       

 

 

 

 

      

       

       

 

 
 

       

       

       

 𝑥𝑦 𝑧

-

-
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 رهيمتغز چنديدر آنال يمورد بررس يهاانواع مدل  -2جدول

برابر  1 يآفست با بزرگ    

 زيار نويانحراف مع

برابر انحراف  2 يآفست با بزرگ

 زيار نويمع

برابر  3 يآفست با بزرگ

 زيار نويانحراف مع

-هيز شبينو
 يساز

ز برآورد  ينو

 شده

 اپک آفست

 دار

درصد کشف 

 ق اپکيدق

درصد کشف با 

 روز ±5 يخطا

درصد کشف 

 ق اپکيدق

درصد کشف با 

 روز ±5 يخطا

درصد کشف 

 ق اپکيدق

درصد کشف با 

 روز ±5 يخطا

 122 122 122 13 18 56 425 ديسف ديسف

1275 53 11 88 122 11 122 

2125 51 122 11 122 122 122 

د و يسف

 يرنگ

 

د و يسف

 يرنگ

 

425 41 71 16 122 122 122 

1275 47 83 17 122 122 122 

2125 54 76 14 122 122 122 

د و يسف

 يرنگ

 

 122 11 18 88 57 21 425 ديسف

1275 26 51 88 17 18 122 

2125 32 54 86 11 11 122 

 

 

 2552با شده  يه سازيشب يهاق از دادهين تحقيا در

سال استفاده  8 يول بازهروزانه و ط يهامشاهده در اپک

ها گنجانده شد. در آن ز و آفستيشد که انواع مختلف نو

 يره برايمتغز چنديگر آناليره و بار ديمتغز تکيبار آنالکي

 يسر 122 ين کار برايها استفاده شد و اکشف آفست

ج يج ارائه گشت. نتايبصورت مجزا اجرا شد و نتا يزمان

در مورد  دهد کهينشان م يسازهيبدست آمده از شب

ره در يمتغره و سهيز تک متغيآنال ياستفاده از دو مدل کل

ره يمتغز چنديذکر شده، استفاده از آنال يهاحالت يتمام

ص ين تشخيص را بالاتر برده است. البته ايقدرت تشخ

است.  يزمان يز در سريح نويح منوط به برآورد صحيصح

از  يحيز، برآورد صحينو يهاح مولفهيچرا که برآورد صح

جه برآورد يو در نت انس مشاهداتيکوار-انسيس واريماتر

 را در بر خواهد داشت. از مجهولات يحيصح

ره بود يز چندمتغيق تست آناليتحقن يا يهدف اصل

ت انجام شده و ين تست با موفقيج، ايکه با توجه به نتا

جه کامل را يبه بالا، نت 𝜎برابر  2 يها با بزرگآفست يبرا

ها يسر يها در تمامبهمراه داشته و قادر به کشف آفست

از  يحين مورد که برآورد صحيبوده است. البته منوط به ا

برابر  1 يبا بزرگ ييهاآفست يم. برايباشز داشته يز نينو

𝜎 درصد را بهمراه داشته  82 ج حدوديز، نتاين

 ±5 يمربوط به درصد کشف با خطا يها)ستوناست
صرفنظر  يز رنگيکه از نو يجه زمانين نتياما هم .(روز

ز بعمل آمده است يشده اشت و برآورد نادرست از نو

 باشد.يدرصد م 55حدود 

روش، به مکان  يعدم وابستگ يايگوج ين نتايهمچن

بدست آمده  يکه درصدهاباشد. چرايها موقوع آفست

ک به ينزد يريمتفاوت، مقاد يهاها در اپکآفست يبرا

-بازه ينکه آفست در ابتداي، ايهم را داشته است. بعبارت
 يا در انتهايو  يمرکز يهاا در اپکي، يزمان يسر ي

ش احتمال کشف يا افزايبر کاهش و  يريبازه باشد، تاث

 آن نخواهد داشت.

 يهامربوط به داده يزمان يهايکشف آفست سر

ن ياست. ا يدر حال بررس GPSدائم  يهاستگاهيا يواقع

تواند يشده م يه سازيشب يهاسه با دادهيها در مقاداده

ن آفست بطور همزمان در ين چندياشتباه و همچن يدارا

ز ياستفاده، اشتباهات را نتم مورد يباشد. الگور يک سري

 دهد.يک ميها تفکص داده و آنها را از آفستيتشخ
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