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های لاگرانژ به روش بازگشتی با استفاده از نقاط ایی چندجملهمحاسبه 

 گرهی چبیشف

 احسان نکوزاده چهارمحالی

 دانشگاه اصفهان - نقلوي عمران و حملدانشکده - برداريگروه مهندسي نقشه - کارشناس ارشد ژئودزي
e.nekoozade@gmail.com 

 (1399 بهمن، تاريخ تصويب 1399)تاريخ دريافت تیر 

 چکیده

در  .شودمييابي استفادهاي، از درونزدن يک تابع پیچیده با استفاده از يک چندجملهدر مباحث مربوط به تئوري تقريب، براي تقريب

زدن يک تابع با يابي است؛ به عنوان مثال اگر براي تقريبامل تأثیرگذار بر دقت دروني توزيع نقاط گرهي يکي از عواين نوع مسائل نحوه

نخواهدبود. برداري مطلوب ي نمونهيابي در ابتدا و انتهاي بازهشود، دقت درونفاصله استفادهها، از نقاط گرهي هماياستفاده از چندجمله

يابي نسبت به مرکز بازه از تراکم ي دروناي باشد که در ابتدا و انتهاي بازهگرهي به گونهي توزيع نقاط براي غلبه بر اين مشکل بايد نحوه

هاي چبیشف هستند. با استفاده از ايهاي چندجملهي ريشهنقاطي با اين شرايط، مجموعه بیشتري برخوردار باشند. يک نمونه از مجموعه

خواهدبود. با توجه به مزاياي  يابي بسیار کوچکي دروناي در دو طرف بازهچندجملههاي ي نوساناين نقاط به عنوان نقاط گرهي، دامنه

ي لاگرانژ با ي توابع پايهي بازگشتي براي محاسبهيابي، در اين مقاله يک رابطهذکرشده براي استفاده از نقاط چبیشف در مسائل درون

ي لاگرانژ، تا آوردن توابع پايهدستش تعداد عملگرهاي محاسباتي مورد نیاز جهت بهشود. با استفاده از اين رومياستفاده از اين نقاط ارائه

يابد. يابي افزايشکارگیري اين روش، سرعت انجام محاسبات در فرآيند درونرود که با بهيابد. از اين رو انتظارميميتوجهي کاهشحد قابل

شدند. پس از يابي با استفاده از هر دو روش محاسبهي دروني لاگرانژ در يک مسألهي مقاله، توابع پايهبراي بررسي اين مسأله در ادامه

شد که استفاده از ، مشخص10تا  1ي هاي از درجهايو براي چندجمله ]1000,1[ي ي اين توابع براي تمام اعداد صحیح در بازهمحاسبه

 3/1روش بازگشتي  1ي اي درجهاي که براي چندجملهبه گونه لي است؛تر از روش معموروش بازگشتي در محاسبات، تا چند برابر سريع

روش  10ي اي درجهيافته و براي چندجملهاي اين اختلاف افزايشي چندجملهبا افزايش درجه .استتر از روش معمولي بودهبرابر سريع

شده به خصوص در مواردي که از است؛ بنابراين استفاده از روش ارائهکردهتر از الگوريتم معمولي عملبرابر سريع 3بازگشتي تا 

 پذير است.شود، کاملاً توجیهيميابي استفادههاي با درجات بالا براي درونايچندجمله

 فاصلهنقاط گرهي هم ،نقاط گرهي چبیشف ،ي لاگرانژي بازگشتي توابع پايهمحاسبه ،يابي لاگرانژتئوري تقريب، درون واژگان کلیدی:
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 مقدمه -1

يابي يکي از مسائلي است که در ي درونمسأله

هاي مختلف داراي کاربردهاي فراواني است. در آنالیز زمینه

زدن مشتق يا انتگرال يک تابع پیچیده عددي براي تقريب

يابي اي، از درونبا استفاده از يک چندجمله

. در علوم کاربردي نیز هنگامي که ]1[ شودمياستفاده

مقدار يک کمیت تنها در چند نقطه معلوم است، براي 

يابي ادير آن کمیت در ساير نقاط، از دروني مقمحاسبه

ها مقدار علاوه به نقاطي که در آنشود. بهمياستفاده

 شود. ميکمیت مورد نظر معلوم است، نقاط گرهي گفته

ياب از اي درونآوردن ضرايب چندجملهدستبراي به

شود؛ مثلاً با حل سیستم ميهاي مختلفي استفادهروش

اي مورد نظر ضرايب مجهول چندجملهتوان مي 1واندرموند

کرد؛ اما استفاده از اين روش، به خصوص در را محاسبه

هاي با درجات بالا ايمواردي که از چندجمله

شود، علاوه بر ايجاد بار محاسباتي زياد براي مياستفاده

. به همین دلیل ]2[رايانه، از دقت کافي برخوردار نیست 

هاي نیوتن و لاگرانژ نند روشهاي ديگر مامعمولاً از روش

ي تفاضلات شود. روش نیوتن بر اساس محاسبهمياستفاده

که در روش لاگرانژ نیازي است؛ در حاليشده بناشدهتقسیم

. اگرچه روش ]3[شده نیست ي تفاضلات تقسیمبه محاسبه

 ”Waring”توسط  1779لاگرانژ نخستین بار در سال 

روش به نام لاگرانژ ، اما امروزه اين ]4[منتشرشد 

. در ]5[کرد آن را ارائه 1795شود که در سال ميشناخته

اي لاگرانژ براي هر يابي، از توابع چندجملهمسائل درون

کرد. در برخي توان استفادهتوزيع دلخواه از نقاط گرهي مي

يابي بین نقاط گرهي موارد اين توابع جهت درون

هاي مداري دقیق شوند؛ مثلًا در فايلمياستفاده 2فاصلههم

، در  ”GNSS4”هاي ، مختصات ماهواره”sp33” با فرمت

. ]7,6[است شدهاي آوردهدقیقه 15فواصل زماني ثابت 

ها بین اين فواصل زماني، يابي مختصات ماهوارهبراي درون

 . با]8[کرد ها استفادهايتوان از توابعي مانند چندجملهمي

فاصله در مسائل وجود کاربردهاي نقاط گرهي هم

يابي، براي تقريب زدن يک تابع با استفاده از يک درون

شود؛ نميفاصله استفادهاي، از نقاط گرهي همچندجمله
                                                           

1 Vandermond System 

2 Equidistant nodes  
3 Standard Product 3 

4 Global Navigation Satellite System 

داده شده در ابتدا و اي برازشزيرا در اين صورت چندجمله

هاي شديدي خواهدداشت يابي نوساني درونانتهاي بازه

اي به تابع اصلي شود چندجملهميها موجبنوسان که اين

اي ي عدم همگرايي چندجملههمگرانشود. به مسأله

 ”Runge”ي شده به تابع اصلي، پديدهدادهبرازش

. براي اجتناب از اين پديده بايد از توزيعي ]9[شود ميگفته

يابي ي درونشود که در انتهاي بازهاز نقاط گرهي استفاده

مرکز بازه، از تراکم بیشتري برخوردارباشد. نسبت به 

ي نقاط ترين مثال از نقاطي با اين شرايط، خانوادهساده

هاي ي ريشههستند. اين نقاط مجموعه 5چبیشف

. با استفاده از نقاط ]10[هاي چبیشف هستند ايچندجمله

هاي ناخواسته در تر بوده و نوسانيابي دقیقچبیشف درون

ي ي کوچکي خواهندداشت. در هر مسألههانتهاي بازه دامن

ي يابي، در صورت استفاده از روش رايج براي محاسبهدرون

هاي لاگرانژ، تعداد محاسبات ايضرايب چندجمله

 2ي اي از مرتبهي چندجملهشده نسبت به درجهانجام

هاي با درجات ايخواهدبود. لذا در مواردي که از چندجمله

يافته و اين تعداد محاسبات افزايش شود،ميبالا استفاده

ي رايانه و توجه از حافظهمسأله موجب اشغال حجم قابل

با  شود. دز اين مقالهصرف زمان زياد در فرآيند پردازش مي

يابي با استفاده از نقاط توجه به مزاياي ذکرشده براي درون

ي توابع گرهي چبیشف، يک روش بازگشتي جهت محاسبه

شود. براي ميژ با استفاده از اين نقاط معرفيلاگران يپايه

هاي دوم و سوم مقاله در مورد مباني اين منظور در بخش

يابي لاگرانژ و نقاط گرهي چبیشف توضیحاتي درون

ي ي محاسبهاست. در بخش چهارم، نحوهشدهآورده

ي لاگرانژ به روش بازگشتي و با هاي پايهايچندجمله

شود. با ميدادهچبیشف، شرحاستفاده از نقاط گرهي 

استفاده از اين روش تعداد عملگرهاي محاسباتي مورد نیاز 

ي لاگرانژ، تا حد آوردن توابع پايهدستجهت به

رود که با يابد. از اين رو انتظار ميميتوجهي کاهشقابل

کارگیري اين روش ، سرعت انجام محاسبات در فرآيند به

در قسمت پنجم مقاله،  يابد؛ لذايابي افزايشدرون

ي توابع شود که روش بازگشتي در محاسبهميبررسي

تر از روش معمولي ي لاگرانژ تا چه حد سريغپايه

آمده، دستکند. در بخش پاياني مقاله نیز نتايج بهميعمل

 است. شدهبه طور مختصر بیان

                                                           
5 Chebyshev nodes 
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 یابی لاگرانژدرون -2 

 (𝑥𝑛+1,𝑦𝑛+1) , … ,(𝑥2,𝑦2) ,(𝑥1,𝑦1)کنید فرض

خواهیم ي مجزا هستند که مينقطه n+1اي از مجموعه

ها به آن nي حداکثر اي از درجهيک چندجمله

ي لاگرانژ با اي پايهدهیم. براي اين منظور چندجملهبرازش

 شود.مي( تعريف1ي )استفاده از رابطه

𝐿𝑗(𝑥) = ∏
(𝑥 − 𝑥𝑖)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)

𝑛+1

𝑖=1
𝑖≠𝑗

=
(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) … (𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗+1) … (𝑥 − 𝑥𝑛+1)

(𝑥𝑗 − 𝑥1)(𝑥𝑗 − 𝑥2) … (𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1) … (𝑥𝑗 − 𝑥𝑛+1)
 

(1) 

ي ياب نیز از رابطهاي دروندر اين صورت چندجمله

 .]2[آيد ميدست( به2)

𝑝𝑛(𝑥) = ∑ 𝑦𝑗
𝑛
𝑗=0 𝐿𝑗(𝑥)                                      (2)  

 𝑥𝑗در نقاط گرهي  𝐿𝑗(𝑥) 1ي لاگرانژاي پايهچندجمله

 داراي ويژگي زير است.

𝐿𝑗(𝑥𝑘) = {
1            𝑗 = 𝑘
0            𝑗 ≠ 𝑘

        

 𝑗,𝑘 = 1,2, … ,𝑛 + 1 

ي لاگرانژ ي هر يک از جملات توابع پايهبراي محاسبه

( تعداد عملگرهاي جبري مورد 1ي )با استفاده از رابطه

 نیاز عبارت است از:

- n  ،عملگر تفاضل در صورت رابطهn  عملگر تفاضل در

 n-1عملگر ضرب در صورت رابطه،  n-1مخرج رابطه، 

عملگر ضرب در مخرج رابطه، يک عملگر تقسیم مربوط به 

 کردن صورت بر مخرجتقسیم

ي هر يک بنابراين تعداد کل عملگرها براي محاسبه

 ي لاگرانژ برابر است با:جمله از توابع پايه

𝑛 + 𝑛 + (𝑛 − 1) + (𝑛 − 1) + 1 = 4𝑛 − 1          (3)  

 n+1با توجه به اين که تعداد کل جملات توابع پايه 

ي ي همهباشد، تعداد کل عملگرها براي محاسبهمي

 ي لاگرانژ عبارت است از:جملات توابع پايه

(𝑛 + 1)(4𝑛 − 1) = 4𝑛2 + 3𝑛 − 1 (4                   )  

                                                           
1 Lagrange basis polynomial 

تعداد  شود،مي( ملاحظه4ي )طور که در رابطههمان

 است. 2ي اي از مرتبهي چندجملهمحاسبات نسبت به درجه

 نقاط گرهی چبیشف -3

هاي ايهاي چندجملهي ريشهنقاط چبیشف مجموعه

هاي چبیشف داراي ايچبیشف هستند. اگرچه چندجمله

ها عبارت انواع مختلفي هستند، در اکثر مقالات و کتاب

براي اشاره به نوع اول اين  "اي چبیشفچندجمله"

رود. ميکارترين نوع نیز هستند، بهها که مهمايچندجمله

و در  nي شف نوع اول براي درجهاي چبیچندجمله

 شود.ميبا استفاده از روابط زير تعريف xي نقطه

𝑇𝑛(𝑥) = cos 𝑛𝜃 (5                                            )  

 در اين رابطه
𝑥 = cos 𝜃 

ها ايبنابراين براي درجات مختلف اين چندجمله

 داشت:خواهیم
𝑇0(𝑥) = cos 0 = 1 

𝑇1(𝑥) = cos 𝜃 = 𝑥 

𝑇2(𝑥) = cos 2𝜃 = 2𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 1 = 2𝑥2 − 1 , … 

در  nي اي چبیشف از درجههاي يک چندجملهريشه

( 6ي )با استفاده از رابطه -]1,1[ي طول بازه

 . ]10[آيند ميدستبه

𝑥𝑗 = 𝑐𝑜𝑠
(2𝑗−1)𝜋

2𝑛
,            𝑗 = 1,2, … , 𝑛 (6           )  

اي لاگرانژ از دست آوردن چندجملهزماني که هدف به

 n+1است، تعداد نقاط گرهي مورد نیاز،  nي درجه

اي چبیشف هاي چندجملهباشد. بنابراين بايد از ريشهمي

 شود.(،  استفاده7ي )با استفاده از رابطه n+1ي درجه

𝑥𝑗 = 𝑐𝑜𝑠
(2𝑗−1)𝜋

2𝑛+2
,            𝑗 = 1, … , 𝑛 + 1        (7)  

ي ي نقاط چبیشف در طول بازهبه علاوه براي محاسبه

 .]11[شود مي( استفاده8ي )از رابطه [a,b]اختیاري 

𝑥𝑗 =
1

2
(𝑎 + 𝑏) +

1

2
(𝑏 − 𝑎)𝑐𝑜𝑠

(2𝑗 − 1)𝜋

2𝑛 + 2
 ,     

 𝑗 = 1, … , 𝑛 + 1 (8                                            )  
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شد، استفاده از نقاط همانطور که در بخش مقدمه گفته

زدن يک تابع با استفاده از يک فاصله براي تقريبگرهي هم

هايي در ابتدا و انتهاي اي، موجب ايجاد نوسانچندجمله

ها به خصوص در شود. اين نوسانيابي ميي درونبازه

هاي با درجات بالا براي درونايمواردي که از چندجمله

دهد. در مييابي را کاهششود، دقت درونمييابي استفاده

رنگ، نمودار تابع (  منحني آبي2( و )1هاي )شکل

𝑓(𝑥) =
1

1+25𝑥2 دهد. منحني مينشان -]1,1[ي را در بازه

را  10ي اي درجه(، نمودار چندجمله1قرمزرنگ در شکل )

از افزار متلب و با استفاده دهد که در محیط نرممينشان

است. در شکل شدهدادهبرازش فاصله به تابعنقاط گرهي هم

 20ي اي درجه(، اين منحني مربوط به چندجمله2)

 است. شدهدادهبرازش

 
شده به تابع دادهبرازش 10اي درجه نمودار چندجمله -1شکل

𝑓(𝑥) =
1

1+25𝑥2 فاصلهبا استفاده از نقاط گرهي هم 

 
شده به تابع دادهبرازش 20اي درجه نمودار چندجمله -2شکل

𝑓(𝑥) =
1

1+25𝑥2 فاصلهبا استفاده از نقاط گرهي هم 

ي شود، در انتها و ابتداي بازهميهمانطور که ملاحظه

هاي ايبا چندجمله مذکوري تابع برداري، فاصلهنمونه

ي است. با افزايش درجهيافتهشده افزايشدادهبرازش

ها اي، میزان اختلاف دو منحني در اين قسمتدجملهچن

يابي يابد. حال اگر از نقاط گرهي چبیشف براي درونميافزايش

شده به دادههاي برازشايشود، منحني چندجملهاستفاده

 خواهدشد.( مشاهده4( و )3هاي )صورت شکل

  
شده به تابع دادهبرازش 10اي درجه نمودار چندجمله -3شکل

𝑓(𝑥) =
1

1+25𝑥2
 با استفاده از نقاط گرهي چبیشف 

 
شده به تابع دادهبرازش 20اي درجه نمودار چندجمله -4شکل

𝑓(𝑥) =
1

1+25𝑥2 با استفاده از نقاط گرهي چبیشف 

ها واضح است که استفاده از نقاط در اين شکل

ي يابي را در ابتدا و انتهاي بازهچبیشف دقت درون

دهد. همچنین در اين حالت بر ميبرداري افزايشنمونه

اي دقت ي جندجملهخلاف حالت قبل، با افزايش درجه

يابد. اين مسأله استفاده از نقاط گرهي ميبابي افزايشدرون

زدن توابع با استفاده از چبیشف را براي تقريب

 کند.پذير ميها، توجیهايچندجمله

ی لاگرانژ با استفاده ی توابع پایهمحاسبه -4

 نقاط گرهی چبیشف به صورت بازگشتیاز 

ي يک روش بازگشتي جهت در اين قسمت، هدف ارائه

ي لاگرانژ با استفاده از نقاط گرهي ي توابع پايهمحاسبه
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ي ي بین دو جملهباشد. براي اين منظور رابطهچبیشف مي

شود. با توجه به ميها محاسبهايمتوالي از اين چندجمله

شود که صورت اين رابطه تابعي از مي( مشخص1ي )رابطه

که مخرج اين رابطه تنها به است، در حالي xو  jدو متغیر 

را متناظر با  𝑚𝑗و  𝑠𝑗(𝑥)است. بنابراين توابع وابسته jمتغیر 

 کنیم.ميصورت و مخرج رابطه به شکل زير تعريف

𝐿𝑗(𝑥) = 
(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) … (𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗+1) … (𝑥 − 𝑥𝑛+1)

(𝑥𝑗 − 𝑥1)(𝑥𝑗 − 𝑥2) … (𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1) … (𝑥𝑗 − 𝑥𝑛+1)
 

=  
𝑠𝑗(𝑥)

𝑚𝑗
                                                                 (9)  

هاي ايي متوالي از چندجملهکردن دو جملهبا تقسیم

 داشت:ي لاگرانژ خواهیمپايه

𝐿𝑗+1(𝑥)

𝐿𝑗(𝑥)
=  

𝑠𝑗+1(𝑥)

𝑚𝑗+1
𝑠𝑗(𝑥)

𝑚𝑗

=  
𝑠𝑗+1(𝑥) 𝑚𝑗

𝑠𝑗(𝑥) 𝑚𝑗+1
                                       (10)  

 که در اين رابطه 

 𝑠𝑗(𝑥)= (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) … (𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗+1) 

… (𝑥 − 𝑥𝑛+1) , 

𝑠𝑗+1(𝑥)= (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) … (𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+2) 

… (𝑥 − 𝑥𝑛+1)  

 بنابراين
𝑠𝑗+1(𝑥)

𝑠𝑗(𝑥)
=   

(𝑥−𝑥𝑗)

(𝑥−𝑥𝑗+1)
                                                       (11)  

 داشت:خواهیم 𝑚𝑗ي اول از تابع ي جملهبراي محاسبه

𝑥𝑗 = (
𝑏 + 𝑎

2
) + (

𝑏 − 𝑎

2
) [cos (

2𝑗 − 1

2𝑛 + 2
𝜋)] , 

𝑥1 = (
𝑏 + 𝑎

2
) + (

𝑏 − 𝑎

2
) [cos (

2 − 1

2𝑛 + 2
𝜋)] 

 بنابراين

(𝑥𝑗 − 𝑥1) = (
𝑏 − 𝑎

2
) [cos (

2𝑗 − 1

2𝑛 + 2
𝜋) − cos (

2 − 1

2𝑛 + 2
𝜋)] 

به همین طريق در ادامه جملات بعدي نیز 

 اند.شدهمحاسبه

(𝑥𝑗 − 𝑥2) = (
𝑏 − 𝑎

2
) [cos (

2𝑗 − 1

2𝑛 + 2
𝜋) − cos (

4 − 1

2𝑛 + 2
𝜋)] 

⋮ 

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1) = (
𝑏 − 𝑎

2
) [cos (

2𝑗 − 1

2𝑛 + 2
𝜋) − cos (

2𝑗 − 3

2𝑛 + 2
𝜋)] 

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1) = (
𝑏 − 𝑎

2
) [cos (

2𝑗 − 1

2𝑛 + 2
𝜋) − cos (

2𝑗 + 1

2𝑛 + 2
𝜋)] 

⋮ 

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑛+1) = (
𝑏 − 𝑎

2
) [cos (

2𝑗 − 1

2𝑛 + 2
𝜋) − cos (

2𝑛 + 1

2𝑛 + 2
𝜋)] 

تفاضل به ضرب از يک در اين جملات براي تبديل 

 کنیم.مي( استفاده12ي )اتحاد مثلثاتي مطابق رابطه

cos(𝑎) − cos(𝑏) = [−2sin (
𝑎+𝑏

2
) sin (

𝑎−𝑏

2
)]            (12)  

( در هر يک از جملات 12ي )کارگیري رابطهبا به

 داشت:خواهیم 𝑚𝑗تابع ي دهندهتشکیل

(𝑥𝑗 − 𝑥1) = (
𝑏 − 𝑎

2
) [−2sin (

𝑗

2𝑛 + 2
𝜋) sin (

𝑗 − 1

2𝑛 + 2
𝜋)] 

(𝑥𝑗 − 𝑥2) = (
𝑏 − 𝑎

2
) [−2sin (

𝑗 + 1

2𝑛 + 2
𝜋) sin (

𝑗 − 2

2𝑛 + 2
𝜋)] 

⋮ 

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1) = (
𝑏 − 𝑎

2
) [−2sin (

2𝑗 − 2

2𝑛 + 2
𝜋) sin (

1

2𝑛 + 2
𝜋)] 

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1) = (
𝑏 − 𝑎

2
) [−2sin (

2𝑗

2𝑛 + 2
𝜋) sin (

−1

2𝑛 + 2
𝜋)] 

⋮ 

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑛+1) = (
𝑏 − 𝑎

2
) [−2sin (

𝑗 + 𝑛

2𝑛 + 2
𝜋) sin (

𝑗 − 𝑛 − 1

2𝑛 + 2
𝜋)] 

شود، در هر يک از اين ميطور که مشاهدههمان

هاي متفاوت ها از دو عملگر سینوس با آرگومانعبارت

ها ضريبي از ي آرگوماناست. البته همهشدهاستفاده

(
1

2𝑛+2
𝜋) توان در چهار هستند که اين ضرايب را مي

ي اول ضرايب به عملگر کرد. دستهبنديدسته تقسیم

𝑥𝑗)سینوس اول در جملات  − 𝑥1) … (𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1) 

باشد که در عبارات بالا با رنگ آبي ميمربوط

 2j-2شده و تا شروع jاند. اين ضرايب از شدهدادهنشان

ي دوم ضرايب به عملگر سینوس يابند. دستهميافزايش

𝑥𝑗)اول در جملات − 𝑥𝑗+1)   تا(𝑥𝑗 − 𝑥𝑛+1) است مربوط

 2jاند. اين ضرايب از شدهدادهکه با رنگ قرمز نشان

ي سوم ضرايب يابند. دستهميافزايش j+nشده و تا شروع

𝑥𝑗)به عملگر سینوس دوم در جملات  − 𝑥1) … (𝑥𝑗 −

𝑥𝑗−1) اند. شدهدادهباشد که با رنگ نارنجي نشانميمربوط

ند. يابميکاهش 1شده و تا شروع j-1اين ضرايب از 

ي چهارم ضرايب به عملگر سینوس دوم در جملات دسته

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1) … (𝑥𝑗 − 𝑥𝑛+1) است که با رنگ سبز مربوط

 j-n-1شده و تا شروع 1-اند. اين ضرايب از شدهدادهنشان

( اين ضرايب مطابق 1يابند. در جدول )ميکاهش

 اند.شدهشده، آوردهبندي انجامدسته

 𝑚𝑗ها در آرگومان ضرايب مربوط به -1جدول 
 آخرين ضريب اولین ضريب 

𝑗 2𝑗 ي اولدسته − 2 

2𝑗 𝑗 ي دومدسته + 𝑛 

𝑗 ي سومدسته − 1 1 

𝑗 1− ي چهارمدسته − 𝑛 − 1 
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در هر قسمت از اين   jبه جاي  j+1با جايگذاري 

هاي توان مقادير اين ضرايب را براي آرگومانجدول، مي

𝑚𝑗+1 بندي آورد. اين ضرايب نیز مطابق دستهدستبه

( 2هاي متفاوت در جدول )،  با رنگ𝑚𝑗شده براي انجام

 اند.شدهآورده

 𝑚𝑗+1ها در ضرايب مربوط به آرگومان -2جدول 
 آخرين ضريب اولین ضريب 

𝑗 ي اولدسته + 1 2𝑗 

2𝑗 ي دومدسته + 2 𝑗 + 𝑛 + 1 

 𝑗 1 ي سومدسته

𝑗 1− ي چهارمدسته − 𝑛 

گرفت که برخي توان نتیجهبر اساس اين دو جدول مي

مشترک و برخي غیرمشترک  𝑚𝑗+1و  𝑚𝑗ضرايب در 

 𝑚𝑗+1وجوددارند و در  𝑚𝑗هستند. ضرايبي که در 

(، در 1شده در جدول )بندي انجاموجودندارند مطابق دسته

 اند. شده( آورده3جدول )

 وجودندارند 𝑚𝑗+1وددارند و در وج 𝑚𝑗ضرايبي که در  -3جدول 

 𝑗 ي اولدسته

2𝑗 , 2𝑗 ي دومدسته + 1 

 - ي سومدسته

𝑗 ي چهارمدسته − 𝑛 − 1 

وجودندارند  𝑚𝑗وجوددارند و در  𝑚𝑗+1ضرايبي که در 

(، در جدول 2شده در جدول )بندي انجامنیز مطابق دسته

 اند.شده( آورده4)

 وجودندارند 𝑚𝑗وجوددارند و در  𝑚𝑗+1ضرايبي که در  -4جدول 
2𝑗 ي اولدسته − 1 , 2𝑗 

𝑗 ي دومدسته + 𝑛 + 1 

 𝑗 ي سومدسته

 - ي چهارمدسته

فقط عملگرهاي سینوس  𝑚𝑗+1بر  𝑚𝑗کردن با تقسیم

مانند. ضمن اين که ميهاي غیرمشترک باقيبا آرگومان

)و  (2−)تعداد ضرايب 
𝑏−𝑎

2
برابراست و  𝑚𝑗+1و  𝑚𝑗در  (

 داشت:توان آنها را درنظرنگرفت. بنابراين خواهیممي
𝑚𝑗

𝑚𝑗+1
= 

sin (
𝑗

2𝑛 + 2
𝜋) sin (

2𝑗
2𝑛 + 2

𝜋) sin (
2𝑗 + 1
2𝑛 + 2

𝜋) sin (
𝑗 − 𝑛 − 1

2𝑛 + 2
𝜋)

sin (
2𝑗 − 1
2𝑛 + 2

𝜋) sin (
 2𝑗

2𝑛 + 2
𝜋) sin (

𝑗 + 𝑛 + 1
2𝑛 + 2

𝜋) sin (
𝑗

2𝑛 + 2
𝜋)

 

(13) 

هاي خوشبختانه در عبارت بالا کماکان آرگومان

کند. ميترشدن آن کمکبه ساده مشترکي وجوددارد که

 داشت:کردن اين عبارت خواهیمپس از ساده

𝑚𝑗

𝑚𝑗+1
=

sin(
2𝑗+1

2𝑛+2
𝜋) sin(

𝑗−𝑛−1

2𝑛+2
𝜋)

sin(
2𝑗−1

2𝑛+2
𝜋) sin(

𝑗+𝑛+1

2𝑛+2
𝜋)

                                   (14)  

) هايآرگومان
𝑗−𝑛−1

2𝑛+2
𝜋)  و(

𝑗+𝑛+1

2𝑛+2
𝜋) توان را مي

 کرد.( تفکیک16( و )15طبق روابط )

(
𝑗 − 𝑛 − 1

2𝑛 + 2
𝜋) = (

𝑗

2𝑛 + 2
𝜋 −

𝑛 + 1

2(𝑛 + 1)
𝜋) = (

𝑗

2𝑛 + 2
𝜋 −

𝜋

2
) 

(15) 

(
𝑗 + 𝑛 + 1

2𝑛 + 2
𝜋) = (

𝑗

2𝑛 + 2
𝜋 +

𝑛 + 1

2(𝑛 + 1)
𝜋) = (

𝑗

2𝑛 + 2
𝜋 +

𝜋

2
) 

(16) 

 دانیم:طور که ميهمان

𝑠𝑖𝑛 (𝛼 + 
𝜋

2
) = cos(𝛼)  ,  𝑠𝑖𝑛 (𝛼 − 

𝜋

2
) = − cos(𝛼)   (17)  

( 17( و )16(، )15(، )14)درنتیجه براساس روابط 

 داشت:خواهیم
𝑚𝑗

𝑚𝑗+1
= −

sin(
2𝑗+1

2𝑛+2
𝜋)

sin(
2𝑗−1

2𝑛+2
𝜋)

                                             (18)  

هاي عملگرهاي شود آرگومانميطور که ملاحظههمان

سینوس در صورت و مخرج اين رابطه شبیه به 

هستند.  𝑥𝑗و  𝑥𝑗+1هاي نقاط چبیشف براي آرگومان

توان تر کردن فرآيند محاسبات ميبنابراين براي ساده

 کرد.را مشابه نقاط چبیشف به صورت زير تعريف 𝑧𝑗متغیر 

𝑧𝑗 = 𝑠𝑖𝑛
(2𝑗−1)𝜋

2𝑛+2
 ,  𝑗 = 1, … , 𝑛 + 1                             (19)  

(، مقادير متغیر 7ي )به دلیل تشابه اين رابطه به رابطه

𝑧𝑗 ي نقاط چبیشف، توان در زمان محاسبهرا مي

( 18ي )کارگیري اين متغیر در رابطهآورد. با بهدستبه

 داشت:خواهیم
𝑚𝑗

𝑚𝑗+1
= −

𝑧𝑗+1

𝑧𝑗
                                                            (20)  

( 10ي )( در رابطه20( و )11با جايگذاري روابط )

 داشت:خواهیم
𝐿𝑗+1(𝑥)

𝐿𝑗(𝑥)
= −

(𝑥−𝑥𝑗)𝑧𝑗+1

(𝑥−𝑥𝑗+1)𝑧𝑗
                                          (21)  

 بنابراين

𝐿𝑗+1(𝑥) =  −
(𝑥−𝑥𝑗)𝑧𝑗+1

(𝑥−𝑥𝑗+1)𝑧𝑗
 ×  𝐿𝑗(𝑥)                               (22)  
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ي متوالي از ي بین دو جملهاين دو تساوي رابطه
دهند. با ميلاگرانژ را نشاني هاي پايهايچندجمله

ي ي تمام همهکارگیري از اين روابط نیازي به محاسبهبه
( نیست. به عبارت ديگر 1ي )جملات با استفاده از رابطه

ي تنها يکي از جملات، ساير جملات به پس از محاسبه
گرها با تعداد عمل. صورت بازگشتي قابل محاسبه هستند

 است از:استفاده از اين روش عبارت 
- n+1 ي عملگر سینوس براي محاسبه𝑧𝑗             به ازاي

𝑗 = 1, … , 𝑛 + 1 
- 2n  ،عمل تفاضل(2n-2)  عمل ضرب و يک عمل تقسیم

 (1ي )ي يکي از ضرايب با استفاده از رابطهبراي محاسبه
- 2n  ،3عمل تفاضلn  عمل ضرب وn  عمل تقسیم براي

 صورت بازگشتيي ساير جملات توابع پايه به محاسبه
بنابراين تعداد کل محاسبات با استفاده از اين الگوريتم 

اي از ي چندجملهباشد که نسبت به درجهمي 11nبرابر 
 ي يک است.درجه

بررسی میزان تأثیر روش بازگشتی بر  -5

 افزایش سرعت محاسبات

شده بر افزايش سرعت براي بررسي میزان تأثیر روش ارائه
ي ي لاگرانژ در يک مسألهمحاسبات، لازم است که توابع پايه

يابي با استفاده از هر دو روش بازگشتي و معمولي درون
شده و میزان کاهش زمان انجام محاسبات با استفاده محاسبه

ي بع پايهشود. به همین منظور توااز روش بازگشتي تعیین
و براي تمام اعداد صحیح موجود  ]1000,1[ي لاگرانژ در بازه

شدند. در اين افزار متلب محاسبهدر اين بازه، با استفاده از نرم
 1ي هاي با درجات مختلف از درجهايمحاسبات از چندجمله

( درصد افزايش 5است. در جدول )شدهاستفاده 10ي تا درجه
ده از روش بازگشتي نسبت به روش سرعت محاسبات با استفا

 است.شدهمعمولي آورده

 درصد افزايش سرعت محاسبات با استفاده از روش بازگشتي -5جدول

 ايي چندجملهدرجه درصد افزايش سرعت محاسبات

25 1 

2/44 2 

52 3 

5/55 4 

9/55 5 

3/58 6 

5/61 7 

4/64 8 

4/65 9 

6/67 10 

شود، استفاده ميمشاهده( 5طور که در جدول )همان

ي لاگرانژ تا حد ي توابع پايهاز روش بازگشتي در محاسبه

توجهي موجب افزايش سرعت انجام محاسبات قابل

استفاده  1ي درجه اياي که در چندجملهشود. به گونهمي

درصدي زمان انجام  25از روش بازگشتي موجب کاهش 

از اين روش  است. به عبارت ديگر استفادهمحاسبات شده

برابر  3/1در محاسبات سرعت انجام پردازش را تا 

است که استفاده از الگوريتم  است. اين در حاليدادهافزايش

، زمان انجام 10ي اي درجهشده براي چندجملهارائه

داده که اين به معناي درصد کاهش 6/67محاسبات را 

برابري سرعت انجام محاسبات است. براي  3افزايش 

اي و میزان تأثیر ي چندجملهي بین درجهرسي رابطهبر

الگوريتم بازگشتي در افزايش سرعت محاسبات، در شکل 

( نمودار درصد کاهش زمان انجام پردازش براي درجات 5)

 است.شدهها آوردهايمختلف چندجمله

 
درصد افزايش سرعت محاسبات با استفاده از روش نمودار  -5شکل

 بازگشتي

شده که روش ارائه شودمينمودار نیز مشاهدهدر اين 

شده، تأثیر مثبتي استفاده ايبراي تمام درجات چند جمله

در کاهش زمان انجام پردازش دارد. با اين وجود اين تأثیر با 

يابد. به علاوه در مياي، افزايشي چندجملهبالارفتن درجه

ت ي ضرايب لاگرانژ، نرخ کاهش سرعروش معمولي محاسبه

اي به طور متوسط ي چندجملهمحاسبات با افزايش درجه

است؛ به اين معنا که با افزايش يک واحدي بوده 17/1

درصد  17اي، مدت زمان انجام پردازش ي چندجملهدرجه

يابد. در حالي که با استفاده از روش بازگشتي نرخ ميافزايش

ن توادرصد است. با توجه به اين مسأله، مي 6کاهش سرعت 

اي، استفاده از ي چندجملهانتظارداشت که با افزايش درجه

 دهد. روش بازگشتي تأثیر خود را بیشتر نشان
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 گیری و پیشنهاداتنتیجه -6

يابي لاگرانژ، تقريب زدن يکي از کاربردهاي رايج درون

هاست. در چنین ايتوابع مختلف با استفاده از چندجمله

شود، دقت فاصله استفادهمسائلي اگر از نقاط گرهي هم

يابد. مييابي کاهشي درونيابي در ابتدا و انتهاي بازهدرون

له، از فاصبراي غلبه بر اين مشکل به جاي نقاط گرهي هم

شود. در مييابي استفادهنقاط گرهي چبیشف براي درون

ي توابع اين صورت استفاده از روش رايج براي محاسبه

نیازمند محاسباتي است که نسبت به ي لاگرانژ، پايه

باشد. در اين مقاله مي 2ي اي از مرتبهي چندجملهدرجه

ي لاگرانژ ي توابع پايهيک روش بازگشتي جهت محاسبه

شد. با استفاده از اين روش با استفاده از نقاط چبیشف ارائه

ي آوردن توابع پايهدستتعداد محاسبات مورد نیاز براي به

ي يک اي از مرتبهي چندجملهلاگرانژ، نسبت به درجه

باشد. در ادامه میزان تأثیر اين روش در کاهش زمان مي

ي هانجام محاسبات مورد بحث قرارگرفت. پس از محاسب

ي ي لاگرانژ براي تمام اعداد صحیح در بازهتوابع پايه

شده به شد که استفاده از روش ارائهمشخص، ]1000,1[

دهد؛ ميطور چشمگیري سرعت انجام محاسبات را افزايش

شده، میزان اي استفادهي چندجملهالبته با افزايش درجه

براي  اي کهخواهديافت. به گونهتأثیر اين روش نیز افزايش

برابر  3/1سرعت انجام محاسبات  1ي اي درجهچندجمله

 10ي اي درجهاست؛ اما براي چندجملهداشتهافزايش

تر از الگوريتم معمولي برابر سريع 3الگوريتم بازگشتي 

اي اين ي چندجملهاست؛ در ضمن با افزايش درجهبوده

شد، اختلاف بیشتر خواهدشد. با توجه به آنچه گفته

شده به گرفت که استفاده از روش ارائهان نتیجهتومي

هاي با درجات بالا ايخصوص در مواردي که از چندجمله

شود يا در مواردي که محاسبات بدون استفاده مياستفاده

 پذير است. شود، کاملًا توجیهمياز رايانه انجام

شود که وجود هاي آينده پیشنهادميدر پژوهش

ا براي ساير انواع نقاط گرهي مانند هاي مشابه رالگوريتم

نقاط چبیشف نوع دوم، نوع سوم يا چهارم،  مورد بررسي 

 قراربگیرد.
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