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 با استفاده از برآورد کمترین مربعات کامل پایدارشده به روش تیخونوف

 3امیری سیمکویی، علیرضا 2، محمد مهدی کریمی نژاد1محمد علی شریفی

 دانشگاه تهران -هاي فني پرديس دانشکده -برداري و اطلاعات مکاني دانشیار دانشکده مهندسي نقشه1
sharifi@ut.ac.ir 

 دانشگاه تهران -هاي فني پرديس دانشکده -برداري و اطلاعات مکاني دانشکده مهندسي نقشه -ارشد ژئودزي  کارشناس 2
m.kariminejad@ut.ac.ir 

 دانشگاه اصفهان -دانشکده مهندسي عمران و حمل و نقل  -برداري استاد گروه مهندسي نقشه 3
ar.amirisimkooei@gmail.com 

 (1399 آبان، تاريخ تصويب 1399 ارديبهشت)تاريخ دريافت 

 چکیده

باشد هاي زمیني ميها توسط ايستگاهها استفاده از مشاهدات اپتیکي رديابي ماهوارهبه منظور تعیین مدار اولیه ماهواره، يکي از راهکار

شوند. چالشي که هنگام استفاده از اين مشاهدات با آن هاي زمیني ثبت ميصورت آزيموت، زاويه ارتفاعي و فاصله ماهواره از ايستگاه که به

شوند. بنابراين مواجه هستیم اين است که اين مشاهدات در زماني بسیار کوتاه و به صورت کمان کوچکي از مدار بیضي شکل رويت مي

هاي کپلري مدار نیازمند مسیر با توجه به کوتاه بودن کمان مشاهدات، دچار بدوضعي بوده و جهت استخراج پارامترمسئله برازش بیضي 

گیرد، استفاده از روش پايدارسازي در برآورد بردار مجهولات هستیم. از طرف ديگر مدلي که براي تعیین مدار اولیه مورد استفاده قرار مي

باشد. به همین علت، براي حل هاي اغتشاشي نیز هست، ميده و تقريبي از مدل کامل مدار که شامل المانهاي کپلري بوفقط شامل المان

هاي همراه با خطا در نظر بگیريم و با استفاده از روش کمترين مربعات کامل توانیم آنرا در مدل آماري متغیرهر چه بهتر اين مسئله مي

هاي پايدارسازي و کمترين مربعات کامل م. مزيت استفاده از اين روش، بهره مندي توامان از روشپايدارشده به حل بردار مجهولات بپردازي

هاي اين روش نسبت به ساير باشد که با توجه به توضیحات فوق، ضرورت هر دو روش در اين مسئله اجتناب ناپذير است. از ديگر مزيتمي

هاي گذشته بیشتر مبتني بر به کارگیري تمامي مشاهدات اولیه را نام برد. روش توان استفاده از روند سرشکني وهاي پیشین، ميروش

شد. در اين استفاده از سه يا چند مشاهده موقعیت ماهواره به صورت محدود بودند، که اين مورد موجب کاهش کیفیت جواب حاصل مي

هاي سپس با بررسي چند مسئله تعیین مدار اولیه در حالتمقاله ابتدا به بسط ابعاد رياضي و کارايي و سرعت اين روش اشاره شده و 

 شود. هاي کپلري مدار با استفاده از روش مذکور پرداخته ميها، به ابعاد حل عددي و استخراج پارامترمختلف مدار ماهواره

مشاهدات اپتیکي تک ايستگاه زمیني، هاي کپلري مدار ماهواره، مسئله تعیین مدار اولیه ماهواره، استخراج پارامتر واژگان کلیدی:

 بدوضعي مسئله تعیین مدار اولیه، پايدارسازي تیخونوف، کمترين مربعات کامل پايدارشده
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 مقدمه -1

-با پیشرفت دانش و تکنولوژي علم مهندسي نقشه

ها ماهوارههاي فضايي، استفاده از برداري و توسعه فناوري

ناپذير هاي مختلف علوم زمین امري اجتناببراي کاربرد

هاي مختلفي هاي مختلف براي ماموريتاست. ماهواره

شناسي، سنجش از دور، تعیین سنجي، هواچون ثقل

شوند. دانش برداري و... به فضا پرتاب مي موقعیت، تصوير

تر دقیق ها به استفاده هر چه بهتر وما از مدار اين ماهواره

انجامد. گام اول در دانش اطلاعات از محصولات آنها مي

مداري، تعیین مدار اولیه ماهواره به منظور برقراري ارتباط 

ها باشد. اين المانهاي زمیني ميتله متري با ايستگاه

و  )𝑎( 1شامل دو المان هندسي نیم قطر اطول بیضي مدار

اي میل صفحه يه، سه المان زاو)𝑒( 2فشردگي بیضي مدار

زاويه شناسه ، (𝛺) 4، بعد نقطه گرهي صعودي)𝐼( 3مداري

و يک المان موقعیت ماهواره در مدار خود  (𝜔) 5حضیض

 [.01]هستند نام دارد،  (𝜈)6که زاويه آنومالي حقیقي

 
هاي کپلري مدار ماهواره در سیستم مختصات نمودار المان -1شکل

 [10]استفاده شده از  اينرشیال

با تعیین اين پنج المان، شکل و توجیه مدار در سیستم 

گردد. هاي بعدي فراهم ميمختصات اينرشیال براي کاربرد

بیت، مولر و وايت، با  1971ها، در سال براي تعیین اين المان

                                                             
1 Semi-Major Axis 

2 Numerical Eccentricity 

3 Orbit Inclination 

4 Right Ascension of Ascending Node 

5 Argument of Perigee 

6 True Anomaly Angle 

استفاده از روشي که گیبس در ترمودينامیک و براي آنالیز 

-مسئله تعیین المان ها انجام داده بود، توانستند آنرا برايبردار

اي را هاي کپلري مدار توسعه دهند و روش تعیین مدار اولیه

تحت عنوان روش گیبس ارائه نمايند. فرض اساسي حاکم در 

اين روش، استفاده از سه بردار موقعیت اينرشیال ماهواره در 

ها و باشد، و با توجه به اين برداريک صفحه مداري مي

هاي سرعت س به تعیین بردارهاي گیباستفاده از فرمول

هاي موقعیت و شود. نهايتا با استفاده از بردارپرداخته مي

-هاي کپلري مدار استخراج ميسرعت در لحظه وسط، المان

. در روشي ديگر، لامبرت با استفاده از دو بردار [1] گردد

 8يا پس رو 7موقعیت اينرشیال ماهواره و باتوجه به پیش رو

هاي سرعت پرداخت. و با بودن ماهواره به استخراج بردار

استفاده از يک بردار موقعیت و يک بردار سرعت به استخراج 

. الگوريتم عددي اين روش در [3] هاي کپلري رسیدالمان

همچنین در  .[2]توسط بوند و آلمن ارائه شد 1996سال 

روش ديگري منسوب به کارل فردريش گاوس، رياضیدان 

سته آلماني، با استفاده از سه بردار موقعیت اينرشیال برج

ماهواره در سه زمان مختلف به تعیین مدار اولیه پرداخته 

هاي . مشاهدات مورد نیاز در تمامي روش[3]شده است

هاي نامبرده شده و روش مورد استفاده در اين مقاله، بردار

ها هستند. اما در عمل اين موقعیت اينرشیال ماهواره

شاهدات، زاويه افقي )آزيموت(، زاويه ارتفاعي و فاصله م

ها هستند که توسط هاي گیرنده زمیني تا ماهوارهايستگاه

شوند. بعد از ثبت، اين ايستگاه گیرنده رصد شده و ثبت مي

هاي موقعیت اينرشیال تبديل شوند مشاهدات بايستي به بردار

پلري استفاده هاي کتا بتوان از آنها در جهت استخراج المان

دانیم که سیستم مختصات مشاهداتي نمود. بدين منظور، مي

 9هاي گیرنده زمیني، سیستم مختصات نجومي محليايستگاه

باشد که بايد اين مشاهدات به مختصات کارتزين تبديل مي

شده و بعد از آن، بايستي اين سیستم مختصات کارتزين 

نجومي محلي به سیستم مختصات کارتزين اينرشیال تبديل 

توضیح داده  2بگردد. جزئیات اين تبديل به تفصیل در بخش 

-خواهد شد. در روش استفاده شده در اين مقاله از همه بردار

هاي هاي موقعیت اينرشیال به جهت دستیابي بهتر به پارامتر

-شود. اين مورد سبب افزايش دقت پارامترمداري استفاده مي

هاي موقعیت اينرشیال هاي مداري استخراج شده از بردار

                                                             
7 Prograde 

8 Retrograde 

9 Local Astronomy Coordinate System 
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گردد. در واقع استفاده حداکثري از مشاهدات و افزايش مي

تر کیفیتدرجه آزادي دستگاه معادلات، امکان برآورد با 

مجهولات را به همراه خواهد داشت. از طرفي ديگر، به علت 

هاي گیرنده که مدت زمان رصد مشاهدات توسط ايستگاهاين

هاي ارتفاع پايین بسیار کوتاه بوده و در واقع آنها براي ماهواره

شوند، در کمان کوچکي از مدار بیضي شکل خود رويت مي

کار آساني نیست، چراکه  برازش بیضي مدار به اين مشاهدات

باشد. بنابراين، براي مسئله از نظر هندسي دچار بدوضعي مي

هاي دستیابي به جواب صحیح نیازمند استفاده از روش

هاي مجهول هستیم. به پايدارسازي در پروسه برآورد پارامتر

علاوه، مدل ارتباط دهنده میان مشاهدات و مجهولات نیز که 

مدار ماهواره هستند، به علت در نظر هاي کپلري همان المان

نگرفتن مدل کامل مداري )که شامل المان اغتشاشي مدار نیز 

توان اين مسئله را در باشد. پس ميهست( دچار خطا مي

در نظر  1هاي همراه با خطازمره مسائل با مدل آماري متغیر

بهره  2گرفت و براي حل آن از روش کمترين مربعات کامل

قاله از روش کمترين مربعات کامل جست. در اين م

هاي کپلري به روش تیخونوف براي استخراج المان 3پايدارشده

ها استفاده شده است. به جهت بررسي هر کپلري مدار ماهواره

اند. ها در حالات مختلف بررسي شدهچه وسیعتر مسئله، مدار

هاي قطبي و هاي پايین و متوسط، مدارهاي با ارتفاعمدار

اند. نتايج حاکي اين مسئله در نظر گرفته شده غیرقطبي براي

از آن است که اين روش براي هر نوع مدار مختلف و هر نوع 

دستگاه گیرنده کاريي ساده و سرعت را در پي دارد. اما 

طبیعتا، با افزايش نويز دستگاه گیرنده و خطاي بیشتر مقادير 

به بررسي  2شود. در بخش اولیه از کیفیت آن کاسته مي

روابط رياضي مورد استفاده در اين مسئله پرداخته شده و در 

هاي عددي مختلف حل شده با نیز به بررسي مثال 3بخش 

ها و به دستاورد 4گردد و نهايتا بخش اين روش پرداخته مي

 در مورد اين روش اختصاص دارد.  بنديجمع

 روش تحقیق -2

-ته مياي گفمسئله تعیین مدار اولیه ماهواره به مسئله

هاي کپلري مدار شود که هدف آن بدست آوردن المان

باشد. در عمل مشاهدات زمیني، رد نوراني و يا رد ماهواره مي

ها هستند که به صورت آزيموت، زاويه ارتفاعي لیزري ماهواره
                                                             

1 Error in Variables (EIV) model 

2 Total Least Square 

3 Regularized Total Least Square 

شوند. معمولا هاي گیرنده زمیني ثبت ميو فاصله از ايستگاه

ار ماهواره در مسیر مشاهدات، در زماني بسیار کوتاه از مد

شوند. از هاي زمیني رويت ميحرکت خود توسط ايستگاه

طرفي ديگر، مشاهدات اولیه که همان آزيموت، زاويه ارتفاعي 

ها هستند در سیستم متخصات نجومي و فاصله تا ماهواره

که بتوان از اين مشاهدات محلي قرائت شده و براي اين

نمود، بايستي آنها را به  هاي کپلري مدار را استخراجپارامتر

و نهايتا سیستم مختصات  4سیستم مختصات اينرشیال

انتقال داد. در ادامه، به جزيیات مراحل تبديل  5مداري

 مشاهدات تا برآورد مجهولات خواهیم پرداخت.

تبدیل آزیموت، زاویه ارتفاعی و فاصله  -2-1

 ماهواره به مختصات اینرشیال

آزيموت، زاويه ارتفاعي و مشاهدات ايستگاه زمیني که 

فاصله تا ماهواره هستند را به مختصات کارتزين تبديل 

 کنیم. براي اين منظور داريم:مي

(1) [

𝑥LA
𝑦LA
𝑧LA

] =  [
𝐷 𝑐𝑜𝑠 𝜐 𝑐𝑜𝑠 𝛼
𝐷 𝑐𝑜𝑠 𝜐 𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝐷 𝑠𝑖𝑛 𝜐

]

LA

 

، فاصله ايستگاه گیرنده زمیني تا ماهواره،  𝐷که در آن 

𝜐 ،  زاويه ارتفاعي ماهواره و𝛼 باشد. ، آزيموت ماهواره مي

براي انتقال مختصات کارتزين از سیستم نجومي سپس، 

، بايستي  CTمحلي به سیستم مختصات زمین مرکز 

. رابطه مختصات دقیق نجومي ايستگاه زمیني معلوم باشد

 :[6]باشدتبديل به صورت زير مي

(2) 𝑟CT = 𝑟0⃗⃗⃗ ⃗ + 𝑅3(𝜋 − Λ). 𝑅2 (
𝜋

2
−Φ) . 𝑃2 . 𝑟LA 

فاصله ايستگاه از مرکز زمین بوده و  r0⃗⃗⃗⃗که در آن 

، ماتريس انعکاس براي تبديل سیستم  P2ماتريس 

مختصات دست چپي به سیستم مختصات دست راستي 

 باشد. در رابطه بالا خواهیم داشت:مي

(3) 𝑟0⃗⃗⃗ ⃗ = [
𝑅E 𝑐𝑜𝑠Φ 𝑐𝑜𝑠 Λ
𝑅E 𝑐𝑜𝑠 Φ𝑠𝑖𝑛 Λ
𝑅E 𝑠𝑖𝑛Φ

] 

توان از جا ميشعاع زمین )که در اين 𝑅Eدر رابطه بالا 

-شعاع اويلري ويا شعاع گاوسي زمین استفاده کرد.( مي

                                                             
4 Inertial Coordinate System 

5 Perifocal Coordinate System 
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، سیستم زمین  CTباشد. سیستم مختصات زمین مرکز 

باشد. چسب و زمین مرکز بوده که شامل دوران زمین مي

براي حذف اثر دوران زمین، اثر پرسیشن، اثر نوتیشن و اثر 

، مي بايست از  CTحرکت قطب از سیستم زمین مرکز 

براي انتقال مختصات به سیستم  4هاي فرمول تبديل

 :[11] اينرشیال استفاده کنیم

(4) 𝑟ECI = 𝑅P𝑅N𝑅S𝑅M𝑟CT 

ماتريس  𝑅Nماتريس پرسیشن،  𝑅Pدر اين تبديل، 

ماتريس حرکت  𝑅Mماتريس دوران زمین و  𝑅Sنوتیشن، 

باشد. به جهت مطالعه بیشتر جزئیات اين قطبي مي

 رجوع شود.17تا  13صفحات   [11]ها به ماتريس

 برآورد همزمان پارامترها  -2-2

بايست سیستم مختصات اينرشیال در اين مرحله مي

به سیستم مختصات مداري تبديل گرديده و سپس 

,𝑎هاي شکل و اندازه مدار )پارامتر 𝑒)  از اين مختصات

که براي تبديل سیستم استخراج گردد. اما به علت اين

اينرشیال به سیستم مختصات مداري نیازمند مختصات 

,𝐼اي مدار )هاي زاويهالمان 𝜔,𝛺) بايست پنج هستیم، مي

مجهول به صورت همزمان برآورد گردد. براي برآورد 

 کنیم.همزمان مجهولات از مدل ترکیبي زير استفاده مي

(5) 

𝐹(𝑋, 𝐿) = 0 

𝑋 =

[
 
 
 
𝑎
𝑒
𝐼
𝜔
𝛺]
 
 
 

 , 𝐿 = [

𝑥ECI𝑖
𝑦ECI𝑖
𝑧ECI𝑖

] 

سیستم مختصات اينرشیال به سیستم  براي تبديل

 :[11] گیريممختصات مداري از روابط برداري زير بهره مي

(6) 

𝑟p = 𝑅3(𝜔)𝑅1(𝐼)𝑅3(𝛺)𝑟ECI 

[

𝑥p
𝑦p
0
]

p

= 𝑅3(𝜔)𝑅1(𝐼)𝑅3(𝛺) [

𝑥ECI
𝑦ECI
𝑧ECI

]

ECI

 

و براي فیت کردن يک بیضي )مدار( به مختصات 

 کنیم:مداري بايد قید زير را بر مختصات مداري اعمال 

(7) 𝑥𝑝
2

𝑎2
+
𝑦𝑝
2

𝑏2
= 1,

𝑏

𝑎
= √1 − 𝑒2 

 ( داريم:6با توجه به معادله )

(8) 𝑅3(𝜔)𝑅1(𝐼)𝑅3(𝛺) = [

𝑚11 𝑚12 𝑚13
𝑚21 𝑚22 𝑚23

𝑚31 𝑚32 𝑚33

] 

(9) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑚11 = 𝑐𝑜𝑠 𝛺 𝑐𝑜𝑠 𝜔 − 𝑐𝑜𝑠 𝐼 𝑠𝑖𝑛 𝛺 𝑠𝑖𝑛 𝜔
𝑚21 = −𝑐𝑜𝑠 𝛺 𝑠𝑖𝑛 𝜔 − 𝑐𝑜𝑠 𝐼 𝑠𝑖𝑛 𝛺 𝑐𝑜𝑠𝜔 

𝑚31 = 𝑠𝑖𝑛 𝐼 𝑠𝑖𝑛 𝛺
𝑚12 = 𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑠𝑖𝑛 𝛺  + 𝑐𝑜𝑠 𝐼 𝑐𝑜𝑠 𝛺 𝑠𝑖𝑛 𝜔
𝑚22 = 𝑐𝑜𝑠 𝐼 𝑐𝑜𝑠 𝛺 𝑐𝑜𝑠 𝜔  − 𝑠𝑖𝑛 𝛺 𝑠𝑖𝑛 𝜔

𝑚32 = −𝑐𝑜𝑠 𝛺 𝑠𝑖𝑛 𝜔
𝑚13 = 𝑠𝑖𝑛 𝐼 𝑠𝑖𝑛 𝜔
𝑚23 = 𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑠𝑖𝑛 𝐼
𝑚33 = 𝑐𝑜𝑠 𝐼

 

 برابر خواهند بود با: 𝑦pو  𝑥p 9تا  6با توجه به معادلات 

(10) {

𝑥p = 𝑚11𝑥ECI +𝑚12𝑦ECI +𝑚13𝑧ECI
𝑦p = 𝑚21𝑥ECI +𝑚22𝑦ECI +𝑚23𝑧ECI
0 = 𝑚31𝑥ECI +𝑚32𝑦ECI +𝑚33𝑧ECI

 

تعبیر فیزيکي معادله سوم قرار گرفتن بیضي مدار در 

بايست معادلات يک صفحه است، با توجه به اين، مي

 ترکیبي زير را براي برآورد مجهولات در نظر گیريم:

(11) 

𝐹1(𝑋, 𝐿)

=
(𝑚11𝑥ECI +𝑚12𝑦ECI +𝑚13𝑧ECI)

2

𝑎2

+
(𝑚21𝑥ECI +𝑚22𝑦ECI +𝑚23𝑧ECI)

2

𝑏2
− 1 = 0 

(12) 𝐹2(𝑋, 𝐿) = 𝑚31𝑥ECI +𝑚32𝑦ECI +𝑚33𝑧ECI = 0 

(13) 𝐹(𝑋, 𝐿) = {
𝐹1(𝑋, 𝐿)
𝐹2(𝑋, 𝐿)

= 0 

دستگاه معادلات بالا، يک دستگاه معادلات غیرخطي 

بايست مقادير اولیه براي مجهولات در نظر بوده و مي

هاي از خروجي روش توانگرفته شود. در اين روش مي

گیبس، لامبرت ويا گاوس براي مقادير اولیه استفاده کرد. 

با بسط به منظور حل دستگاه معادلات ترکیبي حاصل 

معادلات به سري تیلور و در نظر گرفتن جملات مرتبه 

 خواهیم داشت: صفر و يک،

(14) 

𝐹(𝑋, 𝐿) = 𝐹(𝑋0, 𝐿0)⏟      
𝑤

+
𝜕𝐹

𝜕𝑋
|
𝑋=𝑋0
𝐿=𝐿0⏟    
𝐴

(𝑋 − 𝑋0)⏟      
𝛿𝑥

+
𝜕𝐹

𝜕𝐿
|
𝑋=𝑋0
𝐿=𝐿0⏟    
𝐵

(𝐿 − 𝐿0)⏟    
𝛿𝑙

 

56



  
ن

ي
لم

 ع
يه

شر
 

ي، 
دار

 بر
شه

 نق
ون

 فن
م و

لو
ع

م،
ده

ره 
دو

 
ره 

ما
ش

3
اه 

د م
فن

اس
 ،

13
99

  

 

 

س
ا

 

(15) 𝐹(𝑋, 𝐿) = 𝐴𝛿𝑥 + 𝐵𝛿𝑙 + 𝑤 

دستگاه معادلات خطي شده فوق در مدل آماري 

به مدل  16هلمرت بوده و با در نظر گرفتن معادله -گاوس

طور گردد. همانهمراه با خطا تبديل ميهاي آماري متغیر

دانیم اين مدل آماري حالت خاصي از مدل آماري که مي

هاي ماتريس طرح نیز به باشد که المانهلمرت مي-گاوس

 .[9] خطاي تصادفي آغشته اند

(16) 𝐹 (𝑋, 𝑌 − 𝑒⏟  
𝜇

) = 0 , 𝑌 = 𝑣𝑒𝑐[𝐿, 𝐴] , 𝑒

= 𝑣𝑒𝑐[𝑒𝑦, 𝐸𝐴] 

بردار خطا  𝑒بردار مشاهدات جديد،  𝑌در معادله بالا، 

خطاي ماتريس  𝐸𝐴خطاي مشاهدات و  𝑒𝑦کامل که شامل 

براي پايدارسازي تیخونوف به روش کمترين باشد. طرح مي

را  17مربعات کامل بايد جوابي را انتخاب کرد که معادله 

 مینیمم کند.

(17) 𝑒𝑇𝑃𝑒 + 𝜁𝑋𝑇𝑅𝑋 → 𝑚𝑖𝑛 

پارامتر پايدارسازي و  𝜁ماتريس وزن،  𝑃در رابطه بالا، 

𝑅 باشد. بعد از حل معادلات فوق ماتريس پايدارسازي مي

 21تا  18اين روش به صورت معادلات جواب حاصل از 

 :[9] باشدمي

(18) 
𝛿̂𝑥(𝑖+1) = [𝜁𝑅 + (𝐴(𝑖))

𝑇
[𝐵(𝑖)𝑃−1(𝐵(𝑖))

𝑇
]
−1

 𝐴(𝑖)]
−1

. 

[ (𝐴(𝑖))
𝑇
[𝐵(𝑖)𝑃−1(𝐵(𝑖))

𝑇
]
−1

 𝑤(𝑖) − 𝜁𝑅𝑋𝑖] 

(19) 𝑒̃(𝑖+1) = 𝑃−1(𝐵(𝑖))
𝑇
[𝐵(𝑖)𝑃−1(𝐵(𝑖))

𝑇
]
−1

. 

(𝑤(𝑖) − 𝐴(𝑖)𝛿̂𝑥(𝑖+1)) 

(20) 𝑋̂𝑖+1 = 𝑋̂𝑖 + 𝛿̂𝑥
(𝑖+1) , 𝜇̂(𝑖+1) = 𝑌 − 𝑒̃(𝑖+1) 

 گیرد تا شرط زير برقرار گردد:زماني صورت ميتکرار تا 

(21) ‖𝛿̂𝑥(𝑖+1)‖ < 𝛿, 𝑎𝑛𝑑 ‖𝑒̃(𝑖+1) − 𝑒̃(𝑖)‖ < 𝜖 

در اين مقاله از روش تعیین پارامتر پايدارسازي منحني 

L  براي استخراج پارامتر𝜁  استفاده شده و ماتريس

 در نظر گرفته شدهپايدارسازي نیز برابر با ماتريس هماني 

 است.

 

 

 هااعتبارسنجی جواب -2-3

 کواریانس مجهولات-برآورد ماتریس واریانس -2-3-1

در اولین گام و به جهت ارزيابي دقت مجهولات برآورد 

کواريانس مجهولات را محاسبه مي-شده، ماتريس واريانس

-بايست ماتريس واريانسکنیم. براي اين منظور ابتدا مي

اينرشیال کواريانس مشاهدات يعني مختصات سیستم 

محاسبه گردد. چون مشاهدات اولیه ما آزيموت، زاويه 

باشد و ما در عمل دقت ارتفاعي و فاصله تا ماهواره مي

بايست با ياب اپتیکي را داريم، ميدستگاه طولیاب و زاويه

هاي اتفاقي، دقت مختصات استفاده از قانون انتشار خطا

با فرض در  اينرشیال را محاسبه کنیم. براي اين منظور، و

-گرفتن دقت مشاهدات طول و زاويه، ماتريس واريانسنظر

 کواريانس مشاهدات برابر است با: 

(22) 𝐶𝐿 = [

(𝑑𝐷)
2 0 0

0 (𝑑𝜐)
2 0

0 0 (𝑑𝛼)
2

] 

 ماتريس کوفاکتور مشاهدات برابر خواهند بود با:

(23) 𝑄𝐿 = 𝐶𝐿
−1 

 داريم: 1باتوجه به قانون انتشار واريانس غیرخطي و معادله 

(24) 𝑄𝑟LA = 𝐺1
𝑇𝑄𝐿𝐺1 

ماتريس ژاکوبین مختصات  𝐺1که در رابطه بالا 

کارتزين نجومي نسبت به مشاهدات آزيموت، زاويه ارتفاعي 

 باشد. و فاصله مي

(25) 

𝐺1 =
𝜕𝑟LA

𝜕𝐿⃗⃗
 

 

= [

𝜕𝑥𝐿𝐴 𝜕𝐷⁄ 𝜕𝑥𝐿𝐴 𝜕𝜐⁄ 𝜕𝑥𝐿𝐴 𝜕𝛼⁄

𝜕𝑦𝐿𝐴 𝜕𝐷⁄ 𝜕𝑦𝐿𝐴 𝜕𝜐⁄ 𝜕𝑦𝐿𝐴 𝜕𝛼⁄

𝜕𝑧𝐿𝐴 𝜕𝐷⁄ 𝜕𝑧𝐿𝐴 𝜕𝜐⁄ 𝜕𝑧𝐿𝐴 𝜕𝛼⁄
] 

 

= [
cos 𝜐 cos𝛼 −𝐷 sin 𝜐 cos𝛼 −𝐷 cos 𝜐 sin 𝛼
cos 𝜐 sin 𝛼 −𝐷 sin 𝜐 sin 𝛼 𝐷 cos𝜐 cos𝛼
sin 𝜐 𝐷 cos 𝜐 0

] 

، به همین صورت 𝑄𝑟𝐿𝐴بعد از به دست آمدن ماتريس 

براي اين   برسیم. 𝑄𝑟𝐶𝑇انتشار خطا را ادامه داده تا به 

 منظور داريم:

(26) 𝑄𝑟CT = 𝐺2
𝑇𝑄𝑟LA𝐺2 
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نسبت  CTماتريس ژاکوبین مختصات  𝐺2در رابطه بالا 

 باشد.مختصات کارتزين نجومي محلي مي

(27) 𝐺2 =
𝜕𝑟CT
𝜕𝑟LA

 

و در نهايت ماتريس کوفاکتور مختصات اينرشیال برابر 

 خواهد بود با:

(28) 𝑄𝑟ECI = 𝐺3
𝑇𝑄𝑟CT𝐺3 

 ECIماتريس ژاکوبین مختصات  𝐺3در رابطه بالا 

 باشد.مي CTنسبت به مختصات 

(29) 𝐺3 =
𝜕𝑟ECI
𝜕𝑟CT

 

در پروسه  ECIکواريانس مختصات -ماتريس واريانس

 سرشکني برابر خواهد بود با:

(30) 𝐶ECI = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄𝑟ECI𝑖) 

کواريانس -بنابراين، با توجه به ماتريس واريانس

کواريانس مجهولات برابر -، ماتريس واريانسECIمختصات 

 بود با:خواهد 

(31) 𝐶𝑥̂ = (𝐴
𝑇(𝐵 𝐶ECI𝐵

𝑇)−1𝐴)−1 

در نهايت با ضرب فاکتور واريانس ثانويه در معادله بالا به 

 برآورد بهتري از دقت مجهولات برآوردشده خواهیم رسید.

(32) 𝐶𝑥̂ = 𝜎̂0
2(𝐴𝑇(𝐵 𝐶ECI𝐵

𝑇)−1𝐴)−1 

 آزمون آماری فاکتور واریانس ثانویه -2-3-2

اعتبارسنجي مجهولات برآورد شده به منظور ارزيابي و 

از آزمون آماري فاکتور واريانس ثانويه براي هر روش 

هاي دانیم که اين روش يکي از روشاستفاده شده است. مي

تست بعد از سرشکني براي مجهولات برآورد شده است. 

 فرضیه مورد استفاده در اين آزمون آماري عبارتست از:

(33) {
𝐻0: 𝜎̂0

2 = 𝜎0
2

𝐻1: 𝜎̂0
2 ≠ 𝜎0

2 

 آماره اين آزمون عبارتست از:

(34) 𝑓 =
𝑑𝑓𝜎̂0

2

𝜎0
2  

باتوجه برابر درجه آزادي مسئله بوده و  dfدر اين آماره 
به نرمال بودن تابع توزيع مشاهدات، اين آماره از تابع توزيع 

کند. قاعده پیروي مي nبا درجه آزادي  1آماري کاي اسکوئر
 35تصمیم در ارزيابي اين آزمون آماري به صورت معادله 

 باشد.مي

(35) 𝑃(𝑓 > 𝜏𝑚𝑎𝑥  𝑜𝑟 𝑓 < 𝜏𝑚𝑖𝑛|𝐻0: True) = 𝛼 

مقادير بحراني بوده و از تابع  𝜏𝑚𝑖𝑛و  𝜏𝑚𝑎𝑥در رابطه بالا 
 شوند:محاسبه مي 36توزيع کاي اسکوئر به صورت معادله 

(36) 𝜏𝑚𝑎𝑥 = 𝜒𝑑𝑓,1−𝛼
2

2  , 𝜏𝑚𝑖𝑛 = 𝜒𝑑𝑓,𝛼
2

2  

 نتایج عددی -3

در مدارهايي با مذکور براي نشان دادن کارائي روش 
-هاي مختلف، روش پیشنهادي براي برآورد المانهندسه

هاي مختلف مداري مورد بررسي قرار هاي مداري در حالت
تر شدن انواع مداراتي که در اين گیرد. براي روشنمي

استفاده قرار خواهند گرفت، ابتدا تعريف آنالیز عددي مورد 
بندي مدارات بر اساس ارتفاع و اي از تقسیمخیلي خلاصه

شود و سپس آنالیز عددي در میل صفحه مداري ارائه مي
 هر يک از موارد به تفضیل ارائه خواهد شد.

 انواع مدار ماهواره -3-1

-بندي ميهاي گوناگوني دستهها به روشمدار ماهواره

. در اين قسمت انواع مدار را از نظر ارتفاع مدار و از شوند
 نمايیم. نظر زاويه میل صفحه مدار بررسي مي

 انواع مدار ماهواره از نظر ارتفاع ماهواره   -3-1-1

، LEOماهواره ارتفاع پايین يا : 2ماهواره ارتفاع پایین

شود که ارتفاع آن از سطح زمین اي گفته ميبه ماهواره
هاي کیلومتر در نوسان بوده و کاربرد 2000تا  160مابین 

 سنجي دارند.مختلفي همچون ثقل

ماهواره ارتفاع میاني يا : 3ماهواره ارتفاع میانی

MEOشود که ارتفاع آن از سطح اي گفته مي، به ماهواره
کیلومتر )يعني ارتفاع زمین  35786تا  2000زمین مابین 

ختلفي همچون هاي مآهنگ( در نوسان بوده و کاربرد
 تعیین موقعیت، هواشناسي و سنجش از دور را دارند. 

                                                             
1 Chi-square 

2 Low Earth Orbit 

3 Medium Earth Orbit 
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ها در ارتفاع : اين ماهواره1ماهواره زمین آهنگ

کیلومتري زمین قرار دارند و با سرعت دوران زمین  35786

ها همیشه بر روي يک کنند. بنابراين اين ماهوارهگردش مي

اين هاي کنند. از کاربردنقطه خاص از زمین حرکت مي

هاي توان بررسي تغییرات اقلیمي و کاربردها ميماهواره

 سنجش از دور را نام برد.

2 ماهواره ارتفاع بالا
، به HEOماهواره ارتفاع بالا يا :  

شود که ارتفاع آن از سطح زمین بیش اي گفته ميماهواره

 کیلومتر باشد. 35786از 

میل  انواع مدار ماهواره از نظر اندازه زاویه -3-1-2

 صفحه مدار

ماهواره مدار قطبي، به : 3ماهواره مدار قطبی

شود که زاويه میل صفحه مداري آن اي گفته ميماهواره

ها حرکتي اين گونه ماهواره باشد.درجه مي 90در حدود 

غربي زمین، -جنوبي داشته و به علت حرکت شرقي-شمالي

ها براي دهند. از اين ماهوارهکل زمین را پوشش مي

هاي سنجش از دور، هواشناسي و ثقل سنجي ربردکا

 گردد.استفاده مي

ماهواره غیر قطبي، به : 4ماهواره مدار غیر قطبی

شود که زاويه میل صفحه مداري آن اي گفته ميماهواره

توانند در رصد ها ميدرجه باشد. اين ماهواره 90کمتر از 

 .[8] يک محدوده خاص مورد استفاده قرار بگیرند

 برآورد عددی چند مدار مختلف  -3-2

در اين قسمت به بررسي عددي چهار نوع مدار مختلف 

هاي مورد استفاده در اين قسمت براي پردازيم، دادهمي

براي اند. سازي شدهايستگاه فرضي در محدوده تهران شبیه

اثبات کارائي روش پیشنهادي، تجزيه و تحلیل عددي در 

 فته است:هار حالت مختلف زير انجام گرچ

 با مدار قطبي LEOماهواره  -1

 با مدار غیرقطبي LEOماهواره  -2

 با مدار قطبي MEOماهواره  -3

 با مدار غیرقطبي MEOماهواره  -4

                                                             
1 Geo-Stationary Orbit 

2 High Earth Orbit 

3 Polar Orbit 

4 Non-Polar Orbit 

که در هر يک از حالت مختلف بالا، با توجه به اين

ماهواره در مدت زمان معلومي در بالاي افق شهر تهران 

براي هر يک از  رويت مي شود. تعداد نقاط مشاهداتي

پذيري در يک بار ها، متناسب با مدت زمان رويتحالت

-باشد. همانعبور ماهواره در دوره تناوب مداري خود مي

-ماهواره 5پذيريدانیم، رويتطور که از مکانیک مداري مي

هاي کپلري مدار ها در بالاي خط افق يک محل، تابع المان

تناوب ماهواره  باشد. دورهو مختصات نجومي آن محل مي

 تابعي از ارتفاع ماهواره در مدار خود بوده و برابر است با:

(37) T = 2π√
a3

GM
 

هاي کپلري درادامه، با داشتن دوره تناوب، المان

توانیم مدت زمان ماهواره و مختصات نجومي محل مي

ها را بالاي افق محل را محاسبه کنیم. پذيري ماهوارهرويت

اين محاسبات انجام گرفته است. در هر يک از حالات زير 

براي  رودها، انتظار ميبا توجه به دوره تناوب ماهواره

، ماهواره در حدود چند دقیقه و براي LEOهاي ماهواره

ماهواره در حدود چند ساعت نیز در  MEOهاي ماهواره

افق محل قابل رويت باشد. همچنین دقت مختصات 

بوده که با توجه به  نجومي ايستگاه زمیني در مرتبه دقیقه

قانون انتشار خطا اين مقدار براي برآورد باکیفیت 

 باشد.مجهولات کافي مي

 با مدار قطبی LEOماهواره  -3-2-1

مشاهدات از يک ايستگاه فرضي در محدوده تهران با 

 مختصات نجومي زير در نظر گرفته شده است. 

{𝚽 = 𝟑𝟓°𝟒𝟐′𝟎𝟎.𝟎𝟎′′

𝚲 = 𝟓𝟏°𝟐𝟒′𝟎𝟎.𝟎𝟎′′
 

با مدار قطبي  LEOبا توجه به توضیحات بالا، ماهواره 

 در نظر گرفته شده است.با مشخصات زير 

{
 
 

 
 
𝒂𝒔𝒂𝒕 = 𝟔𝟔𝟐𝟖𝟎𝟎𝟎 𝒎

𝒆 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟓
𝑰 = 𝟖𝟖°

𝜴 = 𝟑𝟎°

𝝎 = 𝟒𝟓°

 

در حدود  37دوره تناوب اين ماهواره با توجه به رابطه 

هاي کپلري المان باشد. به علاوه، با توجه به دقیقه مي 90

                                                             
5 Visibility 
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ماهواره و مختصات نجومي شهر تهران، اين ماهواره در دوره 

دقیقه در افق شهر تهران  20تا  10تناوب خود در حدود  

سازي شده در شبیه 1قابل رويت خواهد بود. نمودار آسمان

 دهد.رويت اين ماهواره در افق محل را نشان مي 2شکل 

 
 تهران قطبي در افق LEOپذيري ماهواره نمودار رويت -2شکل

اي دستگاه ثانیه 30با توجه به نرخ نمونه برداري 

نقطه مشاهداتي براي اين ماهواره  45گیري تعداد اندازه

که در بالا ذکر شد، طوربعد از اين همان .ثبت شده است

مشاهدات آزيموت، زاويه ارتفاعي و فاصله را به مختصات 

هاي کپلري را اينرشیال تبديل کرده و سپس المان

هاي تقريبي در نظر گرفته شده کنیم. المانتخراج مياس

 باشد:براي حل اين مسئله به صورت زير مي

{
 
 

 
 
𝒂𝟎 = 𝟔𝟔𝟐𝟕𝟎𝟎𝟎 𝒎
𝒆𝟎 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟔

𝑰𝟎 = 𝟗𝟎
°

𝜴𝟎 = 𝟐𝟖
°

𝝎𝟎 = 𝟒𝟕
°

 

هاي مداري و مشاهدات با توجه به مقادير اولیه المان

هاي المان (21)تا  (18)انجام گرفته و بر اساس روابط 

کپلري را برآورد نموده و در نهايت مدار را بر اساس آنها 

نمودار شرط پیکارد که گوياي بدوضعي بازسازي کرديم. 

رسم شده است. در اين نمودار  3شکل  اين مسئله بوده در

σi ،مقادير منفرد ماتريس طرح مسئله ui  بردار منفرد

بردار مشاهدات مسئله  bسمت چپ ماتريس طرح مسئله، 

 باشد.شمارنده تعداد مجهولات مسئله مي iو 

                                                             
1 Sky-Plot 

 
استفاده  قطبي LEOنمودار شرط پیکارد گسسته براي ماهواره  -3شکل

 [4] شده از

که از نمودار شرط پیکارد بالا پیداست، مقادير طورهمان

منفرد ماتريس طرح مسئله ناگهان دچار افت شديد عددي 

بزرگترين  شوند و در نتیجه، عدد شرط مسئله که تقسیممي

مقدار منفرد بر کوچکترين مقدار منفرد است، مقداري بسیار 

گردد. به علاوه، جواب مسئله که ترکیب خطي نقاط بزرگ مي

بايست با قرار قرمز رنگ بوده مقداري بسیار بزرگ شده که مي

دادن ضرايب فیلتر در بسط جواب، آنها را به جواب درست 

اين مهم را براي مسئله هدايت کنیم. پارامتر پايدارسازي، 

به جهت  Lدر اين مقاله از روش  منحني  .[5] کندفراهم مي

استخراج پارامتر پايدارسازي حل مسئله استفاده شده است. 

 دهد.نمودار اين منحني را نشان مي 4شکل 

 
براي استخراج پارامتر پايدارسازي در مسئله  Lنمودار منحني  -4شکل

 [4] قطبي استفاده شده از LEOماهواره 

آورده شده  1شده در جدول هاي کپلري برآوردپارامتر

خواستیم از روش کمترين مربعات معمولي است. اگر مي

بايستي از يک پارامتر استفاده کنیم، مي 2پايدارشده

کرديم تا در نهايت به جواب پايدارسازي ديگر استفاده مي

دانیم پارامتر شده صحیح برسیم. چراکه ميبرآورد

پايدارسازي تابعي از مدل رياضي در نظر گرفته شده براي 

باشد. به علاوه، هنگام استفاده از کمترين مسئله مي

                                                             
2 Regularized Ordinary Least Square 
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مربعات معمولي پايدارشده خطاي اتفاقي در مدل نیز 

هاي اغتشاشي شود. به علت وجود المانناديده گرفته مي

ها در در مدل کامل مدار بايستي خطاي حذف اين المان

مدل جديد نیز در نظر گرفته شود، هر چند که ممکن 

جواب هر دو  1است اين خطا بسیار کم باشد. در جدول 

 روش ارائه شده است.

 قطبي LEOهاي کپلري استخراج شده براي ماهواره پارامتر -1جدول

 مقادير واقعي ROLSبرآورد  RTLSبرآورد 
هاي المان

 کپلري

6627263 2636627  6628000 a 
0.0054 0.0054 0.005 e 
87.992 87.991 88 I 
30.005 30.008 30 Ω 
44.990 .99044  45 ω 

که در هنگام پروسه برآورد مجهولات، به علت اين

گردد. در ماتريس طرح مقدار کوچکي مي  𝜔ضريب المان 

بايست براي برآورد هر چه بهتر و حل مشکل عددي مي

آن، ماتريس طرح را در مقدار ثابتي ضرب کنیم )در اينجا 

هاي استفاده شده است(.  بعد از استخراج المان 1e6عدد 

کپلري به بازسازي مدار پرداخته و اختلاف مختصات 

-مداري برآورد شده با مختصات مدار واقعي را محاسبه مي

ها به علاوه آزيموت، اختلاف اين مختصات 5 کنیم. شکل

زاويه ارتفاعي و فاصله ماهواره را تا ايستگاه گیرنده در 

 دهند.لحظه رصد ايستگاه نشان مي

 

 

قطبي LEOماهواره هاي کپلري استخراج شده براي مدار برآورد شده از پارامتراختلاف مدار واقعي با  -5شکل

 با مدار غیرقطبی LEOماهواره  -3-2-2

مشاهدات از يک ايستگاه فرضي در محدوده تهران با 

 مختصات نجومي زير در نظر گرفته شده است. 

{𝚽 = 𝟑𝟓°𝟒𝟐′𝟎𝟎.𝟎𝟎′′

𝚲 = 𝟓𝟏°𝟐𝟒′𝟎𝟎.𝟎𝟎′′
 

با مدار  LEOبا توجه به توضیحات بالا، ماهواره ماهواره 

 در نظر گرفته شده است.غیرقطبي با مشخصات زير 

{
 
 

 
 
𝒂𝒔𝒂𝒕 = 𝟔𝟔𝟐𝟖𝟎𝟎𝟎 𝒎

𝒆 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟓
𝑰 = 𝟓𝟓°

𝜴 = 𝟐𝟐𝟎°

𝝎 = 𝟑𝟎°

 

در حدود  37دوره تناوب اين ماهواره با توجه به رابطه 

هاي کپلري انالم باشد. به علاوه، با توجه به دقیقه مي 90

ماهواره و مختصات نجومي شهر تهران، اين ماهواره در دوره 

دقیقه در افق شهر تهران  20تا  10تناوب خود در حدود 

سازي شده در قابل رويت خواهد بود. نمودار آسمان شبیه

 دهد.رويت اين ماهواره در افق محل را نشان مي 6شکل 

 
 غیرقطبي در افق تهران LEOپذيري ماهواره نمودار رويت -6شکل
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اي دستگاه ثانیه 30با توجه به نرخ نمونه برداري 

نقطه مشاهداتي براي اين ماهواره  49گیري تعداد اندازه

که در بالا ذکر شد، طوربعد از اين همان .ثبت شده است

مشاهدات آزيموت، زاويه ارتفاعي و فاصله را به مختصات 

هاي کپلري را اينرشیال تبديل کرده و سپس المان

هاي تقريبي در نظر گرفته شده کنیم. الماناستخراج مي

 باشد:براي حل اين مسئله به صورت زير مي

{
 
 

 
 
𝒂𝟎 = 𝟔𝟔𝟐𝟕𝟎𝟎𝟎 𝒎
𝒆𝟎 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟓

𝑰𝟎 = 𝟓𝟕
°

𝜴𝟎 = 𝟐𝟐𝟐
°

𝝎𝟎 = 𝟑𝟏
°

 

همچون مسئله بالا، نمودار شرط پیکارد که گوياي 

 ه است.رسم شد 7شکل  بدوضعي اين مسئله بوده در

 
غیرقطبي  LEOنمودار شرط پیکارد گسسته براي ماهواره  -7شکل

 [4]استفاده شده از 

به جهت استخراج  Lهمچون مسئله فوق، منحني 

 آورده شده است. 8پارامتر پايدارسازي حل مسئله در شکل 

 
براي استخراج پارامتر پايدارسازي در مسئله  Lنمودار منحني  -8شکل

 [4] استفاده شده از غیرقطبي LEOماهواره 

هاي کپلري استخراج شده همچون مسئله بالا، پارامتر

از روش کمترين مربعات معمولي پايدارشده و روش 

کمترين مربعات کامل پايدارشده به روش تیخونوف در 

 آورده شده اند. 2جدول 

 غیرقطبي LEOهاي کپلري استخراج شده براي ماهواره پارامتر -2جدول

RTLS ROLSبرآورد  هاي کپلريالمان مقادير واقعي  برآورد   

6627328 3277662  6628000 a 
0.0054 0.0054 0.005 e 
54.985 54.984 55 I 
220.020 220.045 220 Ω 
29.981 29.979 30 ω 

هاي کپلري به بازسازي مدار بعد از استخراج المان

با مختصات مداري برآورد شده  پرداخته و اختلاف مختصات

اختلاف اين  9 کنیم. شکلمدار واقعي را محاسبه مي

ها به علاوه آزيموت، زاويه ارتفاعي و فاصله ماهواره مختصات

 را تا ايستگاه گیرنده در لحظه رصد ايستگاه نشان مي دهند.

 
 غیرقطبي LEOماهواره هاي کپلري استخراج شده براي امتراختلاف مدار واقعي با مدار برآورد شده از پار -9شکل
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 با مدار قطبی MEOماهواره  -3-2-3

مشاهدات از يک ايستگاه فرضي در محدوده تهران با 

 مختصات نجومي زير در نظر گرفته شده است. 

{𝚽 = 𝟑𝟓°𝟒𝟐′𝟎𝟎. 𝟎𝟎′′

𝚲 = 𝟓𝟏°𝟐𝟒′𝟎𝟎. 𝟎𝟎′′
 

با مدار قطبي  MEOبا توجه به توضیحات بالا، ماهواره 

 در نظر گرفته شده است.با مشخصات زير 

{
 
 

 
 
𝒂𝒔𝒂𝒕 = 𝟐𝟔𝟑𝟕𝟖𝟎𝟎𝟎 𝒎

𝒆 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟓
𝑰 = 𝟖𝟖°

𝜴 = 𝟑𝟎°

𝝎 = 𝟒𝟓°

 

در حدود  37دوره تناوب اين ماهواره با توجه به رابطه 

 هاي کپلريالمان باشد. به علاوه، با توجه به ساعت مي 12

ماهواره و مختصات نجومي شهر تهران، اين ماهواره در 

در افق دقیقه  50ساعت و  2دوره تناوب خود در حدود 

-شهر تهران قابل رويت خواهد بود. نمودار آسمان شبیه

رويت اين ماهواره در افق محل را  10سازي شده در شکل 

 دهد.نشان مي

 
 افق تهران قطبي در MEOپذيري ماهواره نمودار رويت -10شکل

اي دستگاه ثانیه 30با توجه به نرخ نمونه برداري 

نقطه مشاهداتي براي اين ماهواره  341گیري تعداد اندازه

که در بالا ذکر شد، طوربعد از اين همان .ثبت شده است

مشاهدات آزيموت، زاويه ارتفاعي و فاصله را به مختصات 

را هاي کپلري اينرشیال تبديل کرده و سپس المان

هاي تقريبي در نظر گرفته شده کنیم. الماناستخراج مي

 باشد:براي حل اين مسئله به صورت زير مي

{
 
 

 
 
𝒂𝟎 = 𝟐𝟔𝟑𝟕𝟕𝟎𝟎𝟎 𝒎
𝒆𝟎 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟔𝟏

𝑰𝟎 = 𝟗𝟎
°

𝜴𝟎 = 𝟐𝟖
°

𝝎𝟎 = 𝟒𝟕
°

 

همچون مسئله بالا، نمودار شرط پیکارد که گوياي 

 رسم شده است. 11شکل  بدوضعي اين مسئله بوده در

 
 قطبي MEOنمودار شرط پیکارد گسسته براي ماهواره  -11شکل

 [4] استفاده شده از

به جهت استخراج پارامتر  Lهمچون مسئله فوق، منحني 

 آورده شده است. 12پايدارسازي حل مسئله در شکل 

براي استخراج پارامتر پايدارسازي در  Lنمودار منحني  -12شکل

 [4] شده ازاستفاده  قطبي MEOماهواره مسئله 

هاي کپلري استخراج شده از روش کمترين پارامتر

مربعات معمولي پايدارشده و روش کمترين مربعات کامل 

 آورده شده اند. 3پايدارشده به روش تیخونوف در جدول 

 قطبي MEOهاي کپلري استخراج شده براي ماهواره پارامتر -3جدول

هاي کپلريالمان مقادير واقعي برآوردRTLS ROLSبرآورد   

26377487 74872637  26378000 a 
0.0055 0.0056 0.005 e 
87.938 87.936 88 I 
29.877 29.876 30 Ω 
44.930 44.929 45 ω 
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هاي کپلري به بازسازي مدار بعد از استخراج المان

پرداخته و اختلاف مختصات مداري برآورد شده با 

 13 کنیم. شکلمختصات مدار واقعي را محاسبه مي

ها به علاوه آزيموت، زاويه ارتفاعي و اختلاف اين مختصات

فاصله ماهواره را تا ايستگاه گیرنده در لحظه رصد ايستگاه 

 دهند.نشان مي

 قطبي MEOماهواره پلري استخراج شده براي هاي کاختلاف مدار واقعي با مدار برآورد شده از پارامتر -13شکل

 

 با مدار غیرقطبی MEOماهواره  -3-2-4

مشاهدات از يک ايستگاه فرضي در محدوده تهران با 

 مختصات نجومي زير در نظر گرفته شده است. 

{𝚽 = 𝟑𝟓°𝟒𝟐′𝟎𝟎.𝟎𝟎′′

𝚲 = 𝟓𝟏°𝟐𝟒′𝟎𝟎.𝟎𝟎′′
 

با مدار قطبي  MEOبا توجه به توضیحات بالا، ماهواره 

 در نظر گرفته شده است.با مشخصات زير 

{
 
 

 
 
𝒂𝒔𝒂𝒕 = 𝟐𝟔𝟑𝟕𝟖𝟎𝟎𝟎 𝒎

𝒆 = 𝟎.𝟎𝟎𝟓
𝑰 = 𝟓𝟓°

𝜴 = 𝟐𝟐𝟎°

𝝎 = 𝟑𝟎°

 

در حدود  37دوره تناوب اين ماهواره با توجه به رابطه 

هاي کپلري المان باشد. به علاوه، با توجه به ساعت مي 12

ماهواره و مختصات نجومي شهر تهران، اين ماهواره در 

در افق دقیقه  30ساعت و  1دوره تناوب خود در حدود 

-شهر تهران قابل رويت خواهد بود. نمودار آسمان شبیه

رويت اين ماهواره در افق محل را  14سازي شده در شکل 

 دهد.نشان مي

ه گوياي همچون مسائل بالا، نمودار شرط پیکارد ک

 رسم شده است. 15شکل  بدوضعي اين مسئله بوده در

 

 
 غیرقطبي در افق تهران MEOپذيري ماهواره نمودار رويت -14شکل

 
غیرقطبي  MEOنمودار شرط پیکارد گسسته براي ماهواره  -15شکل

 [4]استفاده شده از 
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اي دستگاه ثانیه 30با توجه به نرخ نمونه برداري 

نقطه مشاهداتي براي اين ماهواره  181گیري تعداد اندازه

که در بالا ذکر شد، طوربعد از اين همان .ثبت شده است

مشاهدات آزيموت، زاويه ارتفاعي و فاصله را به مختصات 

هاي کپلري را اينرشیال تبديل کرده و سپس المان

هاي تقريبي در نظر گرفته شده کنیم. الماناستخراج مي

 باشد:ورت زير ميبراي حل اين مسئله به ص

{
 
 

 
 
𝒂𝟎 = 𝟐𝟔𝟑𝟕𝟕𝟎𝟎𝟎 𝒎
𝒆𝟎 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟔𝟏

𝑰𝟎 = 𝟓𝟕
°

𝜴𝟎 = 𝟐𝟐𝟐
°

𝝎𝟎 = 𝟑𝟏
°

 

همچون مسئله بالا، نمودار شرط پیکارد که گوياي 

 رسم شده است. 16شکل  بدوضعي اين مسئله بوده در

هاي کپلري استخراج شده از روش کمترين مربعات پارامتر

 آورده شده اند. 4ونوف در جدول کامل پايدارشده به روش تیخ

هاي کپلري به بازسازي مدار بعد از استخراج المان

مداري برآورد شده با  پرداخته و اختلاف مختصات

 17 کنیم. شکلمختصات مدار واقعي را محاسبه مي

ها به علاوه آزيموت، زاويه ارتفاعي و اختلاف اين مختصات

در لحظه رصد ايستگاه فاصله ماهواره را تا ايستگاه گیرنده 

 دهند.نشان مي

 
براي استخراج پارامتر پايدارسازي در  Lنمودار منحني  -16شکل

 [4]غیرقطبي استفاده شده از  MEOماهواره مسئله 

 MEOهاي کپلري استخراج شده براي ماهواره پارامتر -4جدول
 غیرقطبي

RTLS ROLSبرآورد  هاي کپلريالمان مقادير واقعي  برآورد  

26377124 12472637  26378000 a 
0.0055 0.0056 0.005 e 
55.060 55.062 55 I 
220.060 220.064 220 Ω 
29.999 29.999 30 ω 

 
 غیرقطبي MEOماهواره هاي کپلري استخراج شده براي اختلاف مدار واقعي با مدار برآورد شده از پارامتر -17شکل

هاي بدست آمده دقت به منطور اعتبارسنجي جواب

مجهولات برآورد شده و آزمون فاکتور واريانس ثانويه در 

 هاي مختلف مدار محاسبه شده است.حالت

هاي برآوردشده براي چهار حالت مختلف مدار واريانس

 آورده شده اند. 5در جدول 
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 انحراف معیار مجهولات برآورد شده در حالات مختلف مدار -5جدول

MEO با مدار غیرقطبي MEO با مدار قطبي LEO با مدار غیرقطبي LEO هاي کپلريالمان با مدار قطبي 

0.399 0.266 0.415 0.541 σa (km) 
6.38e-4 7.103e-4 5.773e-4 8.148e-4 σe 
101.409 101.486 24.4 16.954 σI(sec) 
114.216 192.017 96.536 15.616 σΩ (sec) 

2.587 111.213 31.836 30.791 σω (sec) 
 

که در اين مقاله تعداد مشاهدات در هر باتوجه به اين

است،  5مسئله متفاوت بوده و تعداد مجهولات برابر با 

درجه آزادي پروسه سرشکني و مقادير بحراني آماره آزمون 

درصد براي هر مسئله فوق متفاوت  99در سطح اطمینان 

است. و بنابراين بايد براي هر مسئله اين مقادير جداگانه 

به ترتیب مقادير درجه آزادي،  6ل محاسبه گردد. جدو

مقادير بحراني کمینه و بیشینه، آماره آزمون و فاکتور 

 دهد.واريانس برآوردشده براي هر مسئله را نشان مي

 مختلف مسئله مدارهاي آزمون و فاکتور واريانس ثانويه در چهار حالت درجه آزادي، مقادير بحراني، آماره -6جدول

 نوع مدار فاکتور واريانس ثانويه آماره آزمون مقدار بحراني کمینه مقدار بحراني بیشینه درجه آزادي

40 63.690 22.164 45.08 1.127 LEO با مدار قطبي 

44 68.709 25.148 53.416 1.214 LEO با مدار غیرقطبي 

336 399.229 278.649 356.496 1.061 MEO با مدار قطبي 

176 222.562 135.313 185.856 1.056 MEO با مدار غیرقطبي 

 

 1فاکتور واريانس اولیه براي هر چهار حالت برابر 

 انتخاب شده است. 

به عنوان آخرين ارزيابي نتايج بدست آمده و با توجه 

سازي مسئله  که مقدار واقعي پارامترها در شبیهبه اين

ديگري را که حاصل تقاضل مقدار  معلوم هستند. آماره

شده آنها، تقسیم واقعي پارامترهاي کپلري و مقدار برآورد

-بر انحراف معیار محاسبه شده از آنها است را تعريف مي

 (t-student) استودنت-کنیم. اين آماره از تابع توزيع تي

 باشد:مي 38پیروي کرده به فرم معادله 

(38) 𝑡 =
|𝑋 − 𝑋𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡|

√𝜎𝑋
2

 

با توجه به درجه آزادي متفاوت در هر مسئله، مقادير 

باشد. بحراني کمینه و بیشینه در هر مسئله مجزا مي

مقادير بحراني هر مسئله و آماره آزمون هر  7جدول 

 دهد.پارامتر کپلري را نشان مي

 استودنت در حالات مختلف مدار ماهواره-بحراني و آماره آزمون هر پارامتر کپلري براي آزمون تيمقادير  -7جدول 

 نوع مدار مقدار بحراني کمینه مقدار بحراني بیشینه 𝒂آماره  𝒆آماره  𝑰آماره  𝜴آماره  𝝎آماره 

1.169 1.844 1.911 2.037 1.362 2.423 -2.423 LEO با مدار قطبي 

2.374 1.678 2.36 1.443 1.621 2.414 -2.414 LEO با مدار غیرقطبي 

2.298 2.324 2.27 1.183 1.928 2.337 -2.337 MEO با مدار قطبي 

1.391 2.017 2.20 1.063 2.195 2.348 -2.348 MEO با مدار غیرقطبي 

 

 نتیجه گیری و جمع بندی -4

-روش نسبت به ساير روش به عنوان اولین مزيت اين

توان استفاده حداکثري از مشاهدات هاي پیشین مي

اپتیکي مدار را نام برد. استفاده حداکثري از مشاهدات 

هاي کپلري مدار به جهت فراهم براي استخراج پارامتر

هاي سرشکني آوردن درجه آزادي، امکان استفاده از روش

فراهم آورده  کمترين مربعات را براي حل دستگاه معادلات

و جواب حاصله از اعتبار بیشتري برخوردار خواهد بود. 

مورد ديگري که در اين مقاله به آن پرداخته شده، بررسي 

خاص اين مسئله و انتخاب روشي مناسب براي حل آن 

طور که در بالا مطرح شد، اين مسئله به علت است. همان

د از زمان کوتاه مشاهده ماهواره در مدار بیضي شکل خو

هاي طرح آن نظر هندسي دچار بدوضعي بوده و ماتريس

گردند. به علاوه به علت در نظر دچار همبستگي خطي مي

هاي گرفتن مدار کپلري و صرف نظر کردن از المان
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اغتشاشي، مدل مابین مشاهدات و مجهولات دچار نقص و 

گردد. براي حل نهايتا ماتريس طرح مسئله دچار خطا مي

هاي پايدارسازي و کمترين بايست از روشمي مشکلات بالا

مربعات کامل براي حل اين مسئله بهره بگیريم. در اين 

مقاله اين مهم با استفاده از روش پايدارسازي تیخونوف در 

هلمرت صورت پذيرفته است. از ديگر -مدل آماري گاوس

هاي اين روش به کارايي آن براي هر نوع مداري مزيت

هاي عددي طور که در مثالد. و همانتوان اشاره کرمي

تواند از کارايي و دقت فصل قبل بحث گرديد، اين روش مي

هاي گذشته خوبي برخوردار باشد. همچنین، الزامات روش

هاي موقعیت اينرشیال در يک نظیر قرار گرفتن بردار

صفحه را هم نیاز ندارد. روش ارائه شده کاملا عملیاتي 

ده آزيموت، زاويه ارتفاعي و فاصله بوده و از ابتداي مشاه

توان به المان کپلري رسید. مورد ديگر قابل اشاره، مي

استفاده از مقادير اولیه مناسب براي اين مسئله است. 

هاي گیبس، همانطور که در بالا بدان اشاره شد روش

توانند اين مقادير اولیه را فراهم آورند لامبرت و گاوس مي

-تر باشند ميتر و با کیفیتاولیه دقیقو هر چه اين مقادير 

توان انتظار بهتري براي جواب برآورد شده از روش مذکور 

 را داشت. 
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