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های گرانی زمین بر اساس تقریب تُنُک ضرایب هارمونیکسازی میدانمدل

 کروی با استفاده از الگوریتم پیگیری انطباقی قائم پایدار

 2عبدالرضا صفری، 1سیدعبدالرضا سعادت

 دانشگاه تهران - فنيهاي پرديس دانشکده - اطلاعات مکانيبرداري و دانشکده مهندسي نقشه - دانشجوي دکتري ژئودزي9

rsaadat@ut.ac.ir 

 دانشگاه تهران - فنيهاي پرديس دانشکده - اطلاعات مکانيبرداري و دانشکده مهندسي نقشه دانشیار2

asafari@ut.ac.ir 

 (9314 آذر، تاريخ تصويب 9314 شهريور)تاريخ دريافت  

 چکیده

هايي با تراکم و هاي کروي تا درجه و مرتبه مشخص نیازمند دادهگراني زمین بر اساس بازسازي ضرايب هارمونیکسازي میدانمدل

آوري و زمین بوده و اين کار مستلزم صرف هزينه و زمان زياد جهت جمع نايکوئیست در کل کره - کیفیت مناسب مطابق معیار شانون

اي کاهش داده و يک برداري را بطور قابل ملاحظهتوان نرخ نمونه( ميCSبرداري فشرده )باشد. بر اساس تئوري نمونهها ميدادهپردازش 

 اي در بازسازي آن دارند، تقريب زد. معمولاً درها تنها با استفاده از ضرايبي که سهم عمدهسیگنال را بصورت تُنُک با تعداد کمتري از داده

گراني زمین با يک مساله بدوضع مواجه بوده و علاوه بر آن سطح تنُکُي سیگنال نیز بطور دقیق سازي میدانمسائل براي مدل اينگونه

سازد. در اين مقاله روش جديدي به نام برداري فشرده را مشکل ميهاي متداول نمونهمشخص نیست که اين امر امکان استفاده از روش

هاي کروي ارائه شده گراني زمین با تقريب تُنُک ضرايب هارمونیکسازي میدان( جهت مدلSOMPقائم پايدار )الگوريتم پیگیري انطباقي 

نتايج عددي حاصل از تعیین ضرايب  تواند سطح تنُُکي مساله را نیز بدرستي مشخص نمايد.که علاوه بر قابلیت انطباق با مسائل بدوضع مي

گراني زمین با دقت مدنظر با تعداد آن است که الگوريتم فوق قادر به بازسازي میدان دهندهنشان 33هاي کروي تا درجه و مرتبه هارمونیک

 باشد.درصد کمتر از نرخ نايکوئیست مي 55برداري نمونه

 برداري فشرده و تقريب تنُُکنمونه مساله بدوضع،. هاي کرويگراني، هارمونیکسازي میدانمدل واژگان کلیدی:

                                                           
 رابط نويسنده 
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 مقدمه -1

يکي از مباحث مهم در ارتباط با تعیین ضرايب 

هاي کروي تا درجه و مرتبه مشخص به منظور هارمونیک

هايي با تراکم آوري دادهگراني زمین جمعسازي میدانمدل

. از آنجا که اين ضرايب داراي باشدو کیفیت مناسب مي

صورت ه برداري بايد بماهیت جهاني هستند، اين نمونه

-زمین انجام شود. طبق قضیه شانونيکنواخت در کل کره

توان يک سیگنال را بطور کامل در صورتي مي 9نايکوئیست

برداري حداقل دو برابر بازيابي نمود که فرکانس نمونه

گنال باشد. به عبارت بزرگترين فرکانس موجود در سی

ديگر بر طبق اين قضیه، بزرگترين فرکانسي که از يک 

توان بازيابي نمود، برابر نصف فرکانس سري داده مي

برداري بر اساس اين برداري است. بنابراين نمونهنمونه

آوري داده با قضیه مستلزم صرف هزينه زياد جهت جمع

برداري قع نمونهدر بسیاري از مواو  بودهتراکم و دقت بالا 

دشوار، پرهزينه و غیرممکن  2داده با نرخ نايکوئیست

برداري در تحقیقات بسیاري در زمینه نحوه نمونه. باشدمي

. بعنوان ]9,2[هاي کروي انجام شده است آنالیز هارمونیک

نشان داد عدم تامین نرخ نايکوئیست در  ]2[مثال اسنیو 

در  3اعوجاج نوع دومبرداري باعث ايجاد خطاي نمونه

سوالي  جادر اين خواهد شد.  گراني زمینسازي میدانمدل

توان فرکانس گردد اين است که آيا ميکه مطرح مي

کمتر از نرخ  يرا با نرخ سازيمدلموردنظر در 

برداري نايکوئیست بازسازي نمود؟ به عبارت ديگر آيا نمونه

کمتري از  توان يک سیگنال را بصورت فشرده با تعدادمي

برداري هاي اخیر مفهوم نمونهها بازيابي کرد؟ در سالنمونه

هاي معمول با توجه به اصلاح روش 4(CSفشرده )

ها، مورد توجه بسیاري از آوري دادهبرداري در جمعنمونه

علوم کاربردي قرار گرفته است. بعنوان مثال اخیراً استفاده 

برداري تصاوير نهاز اين ايده در پزشکي زمان اسکن و نمو

MRI5 اي کاهش داده که اين امررا بطور قابل ملاحظه  

. با ]3[سبب افزايش ايمني و سلامت بیماران شده است 

اي هايي که سهم عمدهتنها فرکانس ،CSاستفاده از ايده 

گراني زمین دارند، انتخاب شده و به در بازسازي میدان

                                                           
1 Shannon/Nyquist 

2 Nyquist rate 

3 Aliasing of second type 
4 Compressive Sampling 

5 Magnetic Resonance Imaging 

برداري را کاهش نمونهتوان تعداد مشاهدات و طبع آن مي

. در واقع بر اساس اين تئوري يک سیگنال بصورت داد

با انتخاب توابع پايه مناسب قابل بازسازي است.  3تُنُک

بودن يک سیگنال وجود برخي عناصر صفر منظور از تنُکُ 

که با حذف آنها  طوريه و يا نزديک به صفر در آن بوده ب

اي نداشته باشد. ظهماهیت سیگنال اصلي تغییر قابل ملاح

هر چه تعداد عناصر صفر )يا نزديک به صفر( در يک 

سیگنال بیشتر باشد، میزان تُنُکي )يا تقريباً تُنُکي( آن نیز 

 با تعريف در اين صورت نُرم صفر بردار .بیشتر خواهد بود

 
0

: 0, 1,2,...,kx Numberof indexk x k n    يک معیار

ود. آن خواهد ب 7دادن سطح تُنُکيمناسب براي نشان

مسائلي را که در آنها يک مقدار تُنُک براي سیگنال 

ه گويند. ب 8گردد، مساله تقريب تُنکُموردنظر تعیین مي

کارگیري سیگنال تُنُک در محاسبات به دلیل صفر بودن 

سازي بسیاري از عناصر، نیاز به حجم کمتري براي ذخیره

ها داشته، از طرفي زمان محاسبات نیز کاهش داده

يابد. مسائل تقريب تُنُک بطور کلي داراي مي چشمگیري

باشند ولي با اعمال يکسري شرايط مرزي جواب يکتا نمي

اي براي مساله موردنظر توان جواب بهینهمشخص مي

هاي مختلفي براي حل يک مساله بدست آورد. روش

بصورت تُنُک ارائه شده که مهمترين آنها استفاده از 

روش ارائه شده توسط مالات و هاي تکراري نظیر الگوريتم

 MPباشد. مي 1(MPبر مبناي پیگیري انطباقي ) ]4[ژانگ 

در واقع روشي بر اساس جايگزيني مساله دشوار با يک 

. پس از ]5[مساله بهینه در طي يک فرايند تکراري است 

با اصلاح روش فوق الگوريتم   ]3[آن پَتي و همکاران 

را ارائه کردند که قابلیت  95(OMPپیگیري انطباقي قائم )

باشد. ضمن کارگیري توابع پايه غیر قائم را نیز دارا ميه ب

آنکه با استفاده از اين روش سرعت همگرايي محاسبات نیز 

يابد. اي ميافزايش قابل ملاحظه MPنسبت به الگوريتم 

در آن  OMPبا بهبود روش  ]7[سپس تراپ و گیلبرت 

ر تکرار امکان تعیین توابع تغییري ايجاد کردند که در ه

اي که بیشترين انطباق را با جواب مساله موردنظر پايه

هاي تعیین جواب داشته باشد، فراهم گردد. از ديگر روش

توان به روش پیگیري انطباقي تُنُک براي يک مساله مي

                                                           
6 Sparse 

7 Sparsity level 

8 Sparse approximation problem 
9 Matching Pursuit 

10 Orthogonal  Matching Pursuit 
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ارائه شده توسط نیدِل و وِرشنین  9(ROMPقائم منتظم )

جاي ه روش در هر تکرار باشاره نمود. بر اساس اين  ]8[

عنصر غیرصفر که سهم بیشتري در  -mيک عنصر، 

گردند. پس از بازسازي سیگنال موردنظر دارند، انتخاب مي

روش  ROMPبا ارتقاء الگوريتم  ]1[آن نیدِل و تراپ 

را ارائه  2(CoSaMPبرداري فشرده )پیگیري انطباقي نمونه

باشد. بالا را نیز دارا مي کردند که قابلیت حل مسائل با نويز

در اين الگوريتم محل دقیق عناصري که بیشترين انطباق 

را با جواب مساله دارند، همزمان با حذف عناصر غیر 

گردد. فرض کنید هدف تعیین ضروري مشخص مي

Axدر مساله خطي  uxسیگنال  b  بوده که در آن
nb  بردار مشاهدات وn uA   ماتريس طراحي

هاي تکراري ارائه شده سعي بر آن است. در تمام الگوريتم

Bبا يافتن زيرماتريس  که است A  نُرم بردار خطا
ˆe x x   مینیمم گردد که در اينجاx̂  مقدار برآورد شده

براي بردار مجهولات )سیگنال( با استفاده از يکي از 

ها معمولاً براي هاي فوق است. همچنین اين روشالگوريتم

وضع ارائه شده و بايد اطلاعات اولیه در مورد مسائل خوش

سطح تُنُکي سیگنال اصلي وجود داشته باشد. ولي در 

سائل کاربردي ژئودزي سطح تُنُکي سیگنال و بسیاري از م

ناچار در ه مقادير اولیه آن بطور دقیق مشخص نیست. ب

جاي مینیمم کردن نُرم بردار خطا بايد ه گونه مسائل باين

vدر هر تکرار نُرم بردار باقیمانده  b Ax   .مینیمم گردد

باشیم همچنین ممکن است با يک مساله بدوضع مواجه 

ها که در اين صورت مینیمم کردن نُرم بردار باقیمانده

لزوماً متناسب با مینیمم شدن نُرم بردار خطا نخواهد بود و 

حل اين گونه مسائل نیازمند تعیین يک جواب بهینه پايدار 

هاي پايدارسازي مناسب است. لذا موارد با استفاده از روش

تا الگوريتمي و مشکلات اشاره شده ما را بر آن داشت 

جهت  3(SOMPتحت عنوان پیگیري انطباقي قائم پايدار )

حل مسائل کاربردي ژئودزي معرفي نمايیم که در آن 

 وها نُرم بردار باقیماندهرفتار سعي بر آن است با بررسي 

نُرم بردار مجهولات علاوه بر تعیین جواب پايدار در هر 

درستي  سیگنال موردنظر نیز به تکرار، سطح تُنُکي

بخش اصلي است  5مشخص گردد. اين مقاله مشتمل بر 

که پس از طرح مقدمه در بخش دوم روش تعیین جواب 

                                                           
1 Regularized Orthogonal  Matching Pursuit 
2 Compressive sampling Matching Pursuit 

3 Stabilized Orthogonal  Matching Pursuit 

تُنُک پايدار براي يک مساله بدوضع بر اساس الگوريتم 

SOMP شود. سپس در بخش سوم توضیح داده مي

هاي کروي چگونگي بازسازي تُنُک ضرايب هارمونیک

هاي ژئوپتانسیلي در يک مساله خطي معکوس بیان لمد

گردد. پس از آن در بخش چهارم نتايج و محاسبات مي

گراني زمین با استفاده از سازي میدانعددي براي مدل

الگوريتم مدنظر ارائه شده و در نهايت در بخش پاياني 

 گردد.خلاصه نتايج تحقیق حاضر بیان مي

تفاده از روش با اس تقریب تنُکُ سیگنال -2

 (SOMPپیگیری انطباقی قائم پایدار )

را بتوان بر حسب ترکیب  uyفرض کنید سیگنال 

خطي از يک سري توابع پايه متعامد  
1

u

i i
p


بصورت زير  

 بسط داد:

(9) 
1

u

i i
i

y x p or y Px


  

1در اين رابطه  2| | ...| uP p p p    ماتريس پايه

u u هاي آن بردارهاي پايه بوده که ستون ip  .هستند

با استفاده از رابطه ضرب  ixهمچنین ضرايب بسط 

,داخلي  T
i i ix y P p y  گردند. در واقع تعیین ميy 

نمايش  xنمايش سیگنال در فضاي زمان يا مکان و

را تُنکُ  yاست. سیگنال  Pسیگنال در فضاي توابع پايه 

 mگويند، هرگاه بتوان آن را تنها بر اساس  mاز مرتبه 

بردار پايه  ip  بسط داد. بعبارت ديگرm  ضريبix  در

u( غیر صفر بوده و 9بسط رابطه ) m  ضريب ديگر صفر

و يا بسیار نزديک به صفر باشند. هر چه تعداد بیشتري از 

ضرايب، صفر )و يا نزديک به صفر( باشند سطح تُنُکي 

سیگنال هم بیشتر خواهد بود. در واقع يک سیگنال 

برداري است، اگر بتوان آن را با بصورت فشرده قابل نمونه

اد. مطالب تعداد اندکي از ضرايب غیرصفر بسط )نمايش( د

برداري بوده که امکان نمونه CSارائه شده اساس تئوري 

ضريب غیرصفر سیگنال اصلي را فراهم  mمتناسب با 

گیري . از طرفي اگر يک سري اندازه]99 ,95[سازد مي
nb  براي تعیین سیگنالy  انجام گردد، به نحوي که

 داشته باشیم:

(2) b Qy 
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nدر اين رابطه  uQ  است. هر  گیريماتريس اندازه

j,عنصر بردار مشاهدات با ضرب داخلي از رابطه  jb y q 

گردد که در آن تعیین مي 
1

n

j j
q


هاي ماتريس سطر 

( در 9است. بنابراين با جايگزيني رابطه ) Qگیري اندازه

 ( داريم:2رابطه )

(3) b Qy QPx Ax   

nدر اين رابطه  uA QP    ماتريس طراحي نامیده

و بايد به نحوي تشکیل گردد که علاوه بر حفظ  شودمي

سازي و يا با سطح اطلاعات اصلي در سیگنال قابل فشرده

و  Pبین عناطر دو ماتريس  9سازگاري کمترين، mتُنُکي 
Q  وجود داشته باشد. به عبارت ديگر با استفاده از ماتريس

گیري مناسب توابعي با کمترين ارتباط و شباهت اندازه

از ماتريس گوسي  CSگردند. معمولاً در تئوري انتخاب مي

شود. بنابراين اگر براي اين منظور استفاده مي 2اتفاقي

باشد، در اين صورت  mبرابر  xسطح تُنُکي سیگنال 

nحداقل به تعداد  m برداري( براي گیري )نمونهاندازه

ضريب غیرصفر سیگنال اصلي نیازمنديم.  mبازسازي 

نشان دادند شرط لازم و کافي  ]92[البته کاندِس و تااو 

برقراري شرطي است که تحت  CSفاده از تئوري براي است

بر  شود.شناخته مي 3(RIPعنوان ويژگي تشابه محدود )

با پارامتر  RIPاز شرط  Aاين اساس ماتريس طراحي 

( , )mm   (0,1)برايm  کند، اگر داشته تبعیت مي

 باشیم:

(4) 
2

2

2

2

1 1m m

Ax

x
     

در اين رابطه 
0

x m  است. در واقع اين شرط نشان

تشکیل  Aستون ماتريس طراحي  mدهد که حداقل مي

فرم  RIP. در واقع شرط دهنديک سیستم متعامد را مي

در آنالیز  4يکنواخت  خلاصه شده اصل عدم قطعیت

تعیین ي ها. يکي از روش]94 ,93[ باشدها ميهامونیک

سازي قابل فشردهبا سیگنال جواب تُنُک براي يک مساله 

هاي تکرارشونده است. معمولاً اين استفاده از الگوريتم

Bمناسب  ها بر اساس يافتن زيرماتريسالگوريتم A 
                                                           

1 Coherence 

2 Random Gaussian matrix 
3 Restricted Isometry Property 

4 Uniform Uncertainty Principle 

با حل مساله زير  x̂به نحوي که يک جواب تُنُک  بوده

 تعیین گردد: 

(5)  22ˆ argmin
x

x b Bx  

argminدر اين رابطه
x

دهنده آن است که جواب نشان 

اگر سطح آيد. بدست مي xمساله با مینیمم کردن آرگومان 

باشد، آنگاه براي هر  mبرابر  uxسیگنال  تنُکُي

ترکیب
u

m

 
 
 

از عناصر غیرصفر آن يک جواب تنُکُ براي  

به نحوي  برداريآيد که در آن بايد نمونهمساله بدست مي

انجام شود که ماهیت سیگنال اصلي با وجود حذف برخي از 

در  .]99 ,95[اي نداشته باشد عناصر تغییر قابل ملاحظه

هاي اشاره شده فوق معمولًا فرض بر اين است که روش

( معلوم بوده و ماتريس طراحي mسطح تنُُکي سیگنال )

است. ولي در اکثر مسائل کاربردي ژئودزي  وضعنیز خوش

ممکن  سطح تنُکُي بطور دقیق مشخص نیست از طرفي

 در اين صورتکه  شويمبا يک مساله بدوضع مواجه  است

منتج به  5(OLSکمترين مربعات معمول ) استفاده از روش

هاي غیرصحیح خواهد شد. لذا در اين تحقیق سعي جواب

 CoSaMPو  ROMPهاي روشبا اصلاح که برآن شده است 

روشي تحت عنوان الگوريتم پیگیري انطباقي قائم پايدار 

(SOMP ارائه شده تا علاوه بر تعیین سطح تنُکُي سیگنال )

موردنظر، يک جواب پايدار نیز براي مساله با استفاده از 

هاي پايدارسازي مناسب تعیین گردد. در الگوريتم روش

SOMP کنیم سیگنال فرض ميx با ضرب ماتريس مبدل
*A وارون( در بردار مشاهدات -)بعنوان مثال ماتريس شبه
b ( قابل بازسازي است*x̂ A b در اين صورت با صفر .)

0قرار دادن مقدار اولیه مجهولات ) 0x در مساله خطي ) 

U*توان بردار مينسبت به پارامترهاي مجهول  A v  را

بعنوان يک جواب تقريبي اولیه براي مساله درنظر گرفت. در 

متناظر با عناصر  Uنتیجه بزرگترين عناصر موجود در بردار

 ستون m. سپس ]8[صلي خواهد بود غیرصفر سیگنال ا

1

u

i i
A


   هاي ماتريس طراحيمربوط به ستونA  متناظر با

در  Uعنصر اول بردار  mبزرگترين ام از iانديس 

ذخیره شده و يک جواب تنُکُ براي مساله  Bزيرماتريس 

مواقعي گردد. معمولاً در ( تعیین مي5با استفاده از رابطه )

                                                           
5 Ordinary Least Square 
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هاي استفاده از روش، با يک مساله بدوضع مواجه هستیم که

د. معمول حل مساله منتج به نتايج صحیحي نخواهد ش

هاي بنابراين براي حل اينگونه مسائل بايد از روش

ترين پايدارسازي مناسب استفاده گردد. يکي از معروف

هاي پايدارسازي براي حل يک مساله بدوضع استفاده روش

 ]95[بوده که بطور مجزا توسط تیخونوف  9از روش تیخونوف

 ارائه شده است. اين روش بر اساس مینیمم ]93[و فیلیپ 

کننده متناظر ها و يک ترم جبرانکردن نرُم بردار باقیمانده

 باشد:با نرُم بردار جواب با استفاده از رابطه زير مي

(3)  2 22
02 2

ˆ argminreg
x

x b Bx x x    

مقدار اولیه تقريبي براي بردار جواب  0xدر اين رابطه 

هاي پايدارسازي است که با استفاده از روشپارامتر  و 

و  ]L (L-curve )]97مختلف نظیر معیار همگرايي منحني 

 ]2 ]98(GCVيافته )يا روش اعتبارسنجي متقابل تعمیم

قابل تعیین است. در واقع پارامتر پايدارسازي تعادلي بین 

نمايد. در بردار جواب ايجاد مينُرم بردار باقیمانده و نُرم 

در  GCVبر اساس مینیمم کردن تابع  SOMPالگوريتم 

بهینه در هر مرحله تعیین  رابطه زير پارامتر پايدارسازي

 :شودمي

(7) 
 

2

2
*

n

n b - Bx
GCV( )

trac
=

e I - BB
argmin





 
 
 
  
  

 

زيرماتريس مبدل جهت محاسبه  B*در اين رابطه

مساله با ضرب آن در بردار مشاهدات  جواب برآوردشده

2است ) *ˆ ( )T T
regx B B B b B b   در واقع با .)

استفاده از اين روش پايدارسازي يک جواب پايدار با سطح 

آيد. ام بدست ميmبراي مساله در مرحله  mتُنُکي 

براساس جواب تُنُک حاصل اصلاح  هاسپس بردار باقیمانده

ˆشده ) ˆ
new regv b Ax  و مراحل تا دستیابي به دقت )

گردد. مناسب و يا رسیدن به شرط توقف مدنظر تکرار مي

براي تعیین يک جواب  SOMPبر اين اساس الگوريتم 

 به قرار زير است:تُنُک براي مساله 

 های الگوریتم:ورودی

                                                           
1 Tikhonov regularization method 

2 Generalized Cross Validation 

 ماتريس طراحيn uA  بردار مشاهدات ،
nb 0و مقادير اولیه بردار مجهولاتx  

  مشخص کردن مقادير ماکزيمم تکرارmaxK ،

 و فاکتور تطابق   معیار همگرايي

 مراحل الگوریتم:

mتنظیم سطح تُنُکي  -9 = و بردار مجموعه  1

xIها انديس   

و  0kقرار دادن مقدار اولیه براي شمارنده  -2

بردار مجهولات 
0

(k)
mx x  

(k)ها محاسبه بردار باقیمانده -3 (k)v = b- Axm m
  

*عنصر بزرگ بردار  mتعیین  -4 ( )
m

kvU A  و

هاي متناظر با عناصر در بردار ذخیره انديس

 Iهايمجموعه انديس

0Iهايکردن انديسمشخص -5 I  مربوط به

عناصري که داراي تطابق بیشتري با هم مطابق 

iشرط  j 0U U   for  i, j I  .هستند 

xهاي تغییر بردار مجموعه انديس -3 x oI = I U I  و

تعیین زيرماتريس 
xIB A  به نحوي که

هاي ماتريس هاي آن متناظر با ستونستون

  باشد. xIبا شماره انديس  Aطراحي

 با پارامتر پايدارسازي محاسبه جواب پايدار -7

 
2 2( )

22x x

2
I

x

k
I m= argx B x x xmin b-    

اصلاح عناصر بردار مجهولات با عناصر  -8
( 1)
m

x

k
Ix x  ها و محاسبه مجدد بردار باقیمانده

( 1) ( 1)
m m

k kb xAv    

kافزايش شمارنده   -1 = k + و بازگشت به مرحله  1

maxkتا زماني که  3 K  و شرط معیار همگرايي
( 1)

2
m

kv     و
0xI 2m .برقرار باشد 

)ذخیره نُرم بردار باقیمانده  -95 1)

2
m

k
m v   و نرم

)بردار مجهولات 1)

2
m

k
m x ،  افزايش سطح

=mتُنُکي  m+1  تا  2و بازگشت به مرحله

mزماني که u 
 

در اين الگوريتم در هر مرحله يک جواب پايدار 

گردد. همچنین با ميتعیین  مدنظرمتناسب با سطح تُنُکي 

عناصري که  5فاکتور تطابق در مرحله  مشخص کردن

بیشتري با هم دارند، براي محاسبه يک جواب  سازگاري
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در واقع اين . ]1[شوند يکنواخت براي مساله استفاده مي

عناصر يک بردار به مقدار ماکزيمم را  تطابقفاکتور میزان 

مساله  ماهیتنشان داده و در مسائل مختلف با توجه به 

2ن فاکتور گردد. بعنوان مثال اگر ايتعیین مي   درنظر

بدين معنا است که تنها عناصر ،گرفته شود
jU  که مقادير

 درصد( مقدار ماکزيمم عنصر بردار 55) ½آنها بیش از 

) انتخاب گردندبراي تعیین جواب بهینه هستند، 

maxjU U  /2). خروجي اين الگوريتم در واقع دو بردار

بوده که به ترتیب شامل نُرم بردار باقیمانده و  و 

باشند. در نهايت مي mنُرم بردار مجهولات با سطح تُنکي 

تواند با بررسي رفتار اين بردارها مي 9بهینه سطح تُنُکي

براي مساله موردنظر تعیین گردد. بر اين اساس معمولًا 

با توجه به بدوضع بودن  وچند جمله اول دو بردار

مساله داراي نوسانات زيادي بوده ولي پس از طي چندين 

توان بردارها همگرا خواهند شد. بنابراين ميتکرار اين 

عنوان نقطه همگرايي اين دو بردار را با اعمال شرط زير به 

 در نظر گرفت:optmمحل سطح تُنُکي بهینه 

(8) 1 2opt i j i jm i if j i          

1در اين رابطه  2, 0    که  بودهمعیار همگرايي

گردند. معمولاً مسائل کاربردي با ميتوسط کاربر مشخص 

maxاستفاده از الگوريتم فوق با چند تکرار ) 5K  همگرا )

توان يک جواب پايدار تُنُک براي مساله بدست شده و مي

آورد. ولي در مواقعي که سطح تُنُکي سیگنال کم و يا بردار 

 SOMPباشد، الگوريتم زيادي مشاهدات آمیخته با نويز 

نامعلوم تکرار گردد که در اين دفعات ممکن است به تعداد 

از تکرار به تعداد  maxKصورت وجود شرط ماکزيمم تکرار 

 نمايد.زياد الگوريتم فوق جلوگیري مي

گرانی زمین با تقریب میدانسازی مدل -3

 های کرویتُنُک ضرایب هارمونیک

گراني زمین در حقیقت سازي میدانمنظور از مدل

هاي مختلف بیان رياضي اين کمیت فیزيکي و يا تابعک

باشد. تابع مربوط به آن با استفاده از توابع پايه مستقل مي

براي يک نقطه با مختصات کروي  gWپتانسیل جاذبه

 , ,r    در خارج از سطح زمین يک تابع هارمونیک بوده

                                                           
1 Optimal sparsity level 

توان آن را کند، بنابراين ميو در معادله لاپلاس صدق مي

 :]91[هاي کروي بسط داد به سري هارمونیک

(1) 
 

   

1

0

0

, ,

cos sin cos

max
pN

g
p

pq pq pq
q

p

C

GM R
W r

R r

q S q P

 

  







 
  

 







 

شعاع  Rجرم زمین،  Mثابت جاذبه،  Gدر اين رابطه 

کره برلیان، 
pqC و

pqS  ضرايب نرمالیزه شده

هاي کروي وابسته به توزيع جرم زمین وهارمونیک

 cospqP   تابع لژاندر نوع اول نرمالیزه از درجهp  و

در هر نقطه  Tاست. همچنین آنومالي پتانسیل qمرتبه 

توان با کم کردن پتانسیل جاذبي از سطح زمین را مي

نرمال ,gU r   حاصل از يک میدان رفرانس از پتانسیل

جاذبي 
gW :محاسبه نمود 

(95)      , , , , ,g gT r W r U r      

هاي بودن مقادير ضرايب هامونیک در واقع با معلوم

 maxNتوان فرکانسي متناسب با درجه و مرتبهکروي مي

براي تابع پتانسیل جاذبه و مشتقات مربوطه را در هر نقطه 

( و 1با استفاده از مساله مستقیم اشاره شده در روابط )

( بدست آورد. بزرگترين فرکانس سیگنال 95)
maxNf

 
( maxNاستخراج شده مربوط به ماکزيمم درجه بسط )

برداري )برحسب داراي تناسب زير با رزلوشن زمیني نمونه

 درجه يا کیلومتر( است:

(99) 
max max

360 40000
Km

Km
L or L

N N


   

است. در  برداريطول زمیني نمونه Lدر اين رابطه 

 هايحالت معکوس براي تعیین ضرايب بسط هارمونیک

برداري با با توجه به ماهیت جهاني آنها بايد نمونه کروي

زمین انجام توزيع مناسب و بطور يکنواخت در کل کره

اين نايکوئیست  -قضیه شانونشود. بر اساس 

گیرد. با نرخ نايکوئیست صورت مي ها معمولاً بردارينمونه

بر طبق اين قضیه بزرگترين فرکانس بازيابي 
max

R
Nf  که از

توان استخراج نمود، برابر نصف فرکانس يک سري داده مي

maxبرداري است )نمونه

max

max
max

2 2

NR R
N

f N
f N   .)

براي بازيابي فرکانس نايکوئیست بنابراين با توجه به نرخ 
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max

R
Nf برداري بر روي گريد منظم در کل تعداد نمونه

180)در راستاي طول جغرافیايي زمینکره 180     
و  

90عرض جغرافیايي 90     
برابر ( بايد

2 2
max

180 360 1 360
( )( ) ( ) 2( )

2
Rn N

L L L

  

  
    باشد. از طرفي رابطه

هاي کروي خطي بوده و به ( نسبت به ضرايب هارمونیک1)

ازاي ماکزيمم درجه بازيابي 
max
RN  2داراي

max( 1)Ru N  

توان به فرم ( را مي95ضريب مجهول است. بنابراين رابطه )

 :ماتريسي زير بازنويسي نمود

(92) 0b b Ax  

که در آن  1 1, , n
n i i i ib T r  
 

     بردار مشاهدات

گراني زمین،هاي میدانشامل تابعک

 0 1

1
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n g i i

i

GM
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





 
  
 

ترم صفر،  

' 1 ; ' 4u pqx x u u


      بردار مجهولات شامل ضرايب

هاي کروي به استثناي ضرايب صفر و يک )هارمونیک

00 10 11 11, , ,C SC C و )' 1
( )

n

n u pq i

GM
A A i

R
 

     ماتريس

 طراحي است. بطوريکه داريم:

(93) max2,3,... ,
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pq
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1
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در نهايت با حل مساله معکوس مقادير ضرايب مجهول 

 گردد:هاي کروي محاسبه ميهارمونیک

(95) 0
ˆ argmin

x

x b b Ax   

کمتر از نرخ رداري بتعداد نمونه (95در رابطه ) اگر البته

خواهیم شد با يک مساله بدوضع مواجه  نايکوئیست باشد،

. همانطور که قبلاً مطرح گرديد با استفاده از ]2,25[

نتايج درستي براي  OLS نظیرمحاسباتي هاي معمول روش

گونه موارد براي تعیین مساله بدست نخواهد آمد. در اين

هايي بر جواب بهینه براي مساله معکوس بايد از الگوريتم

وارون -اساس وارون فراگیر ماتريس طراحي نظیر روش شبه

هاي پايدارسازي مناسب و يا روش ]23 ,22 ,29[ 9رسُپنِ-مور

اشاره شده قبل استفاده نمود. بنابراين براي بازيابي فرکانسي 

تا درجه و مرتبه 
max 2RN  گراني زمین سازي میداندر مدل

2با 
max' ( 1) 4Ru N    ضريب مجهول، نیازمند

2برداري به تعداد نمونه
max2( )Rn N زمین در کل کره

( ارتباط بین ماکزيمم درجه بازيابي در 9هستیم. در شکل )

هاي کروي با ضرايب مجهول و تعداد بسط سري هارمونیک

ملاحظه  زمین نشان داده شده است.برداري در کل کرهنمونه

گراني زمین بر اساس سازي میدانگردد براي مدلمي

 2160هاي کروي تا درجه و مرتبه ب هارمونیکبازسازي ضراي

'5زمین بر روي گريد برداري در کل کرهنیازمند نمونه 5'  و

 4,669,917داده براي تعیین  9,331,200آوري بالغ بر جمع

ضريب مجهول هستیم که انجام اين محاسبات مستلزم صرف 

قدرت پردازش بالا است. لذا اي با زمان زياد و استفاده از رايانه

کارگیري تئوري ه در اين مقاله سعي بر آن شده است تا با ب

CS  با استفاده از الگوريتم وSOMP سازي علاوه بر مدل

گراني زمین با دقت موردنظر بر اساس تقريب تنُکُ میدان

ضرايب هارمونیک کروي، در حجم محاسبات و نحوه 

 اي ايجاد گردد.قابل ملاحظهها نیز کاهش برداري دادهنمونه

 

 

 

                                                           
1 Moore-Penrose pseudo inverse 

 
ارتباط بین ماکزيمم درجه بازسازي در بسط سري  -9شکل 

 برداريهاي کروي با تعداد ضرايب مجهول و نمونههارمونیک

65



 

دل
م

ان
ید

ي م
ساز

ک
ونی

رم
ها

ب 
راي

 ض
ک

 تُنُ
ب

ري
 تق

س
سا

ر ا
ن ب

می
ي ز

ران
گ

ي 
رو

 ک
ي

ها
…

 

 هاي مختلفبا استفاده از روش 33هاي کروي تا درجه و مرتبه نتايج آماري مربوط به بردار خطا در بازسازي ضرايب هارمونیک -9جدول 

Sparsity RMS(e) SD(e) Max(e) Mean(e) Min(e) Method 

1365 9.8e+34 9.7e+34 7.9e+35 1.5e034 -5.7e+34 OLS 

1365 7.3e-06 7.3e-06 1.5e-04 9.4e-09 -1.5e-04 P-Inv 
1365 7.0e-06 7.0e-06 1.5e-04 7.9e-09 -1.4e-04 Tikh 

1125 4.1e-06 4.1e-06 7.0e-05 2.5e-09 -5.1e-05 SOMP 

 

 
 هاي مختلفضرايب بازسازي شده با استفاده از روش -2شکل 

 محاسبات و نتایج عددی -4

در  SOMPدر اين بخش قابلیت و توانايي الگوريتم 

هاي کروي مدل تقريب تُنُک ضرايب هارمونیک

سازي مدل( جهت GGM9ژئوپتانسیلي جهاني )

هاي برداري کمتر از روشبا تعداد نمونهگراني زمین میدان

. براي اين منظور ابتدا گیردمعمول مورد بررسي قرار مي

ستفاده از مدل ژئوپتانسلي مقدار آنومالي پتانسیل با ا

maxتا درجه و مرتبه  EIGEN6C4جهاني  36N   و حذف

5يک میدان رفرانس بر روي گريد منظم 5   محاسبه

برداري شده شده است. در اين محاسبات تعداد داده نمونه

برابر و نرخ نايکوئیستکمتر از  1,800n  نقطه براي کل

1,365uزمین به منظور تعیین کره   ضريب مجهول

. همچنین است درنظر گرفته شدههاي کروي هارمونیک

                                                           
1 Global Geopotential Model 

زمین به نقطه با پراکندگي يکنواخت در سرتاسر کره 450

عنوان نقاط کنترل نتايج محاسبات درنظر گرفته شده و 

تانسیل تا درجه و مرتبه مشخص براي اين نقاط آنومالي پ

 -9محاسبه شده است. سپس با استفاده از چهار روش 

(، P-Invوارون )-شبه -2(، OLSکمترين مربعات معمول )

 SOMPالگوريتم  -4( و Tikhپايدارسازي تیخونوف ) -3

هاي کروي بعنوان مجهولات ضرايب هارمونیک پیشنهادي

ه شده است. در اين در يک مساله معکوس محاسب

توان با مقايسه محاسبات به منظور کنترل صحت نتايج مي

ضرايب برآوردشده و مقادير اولیه حاصل از مدل 

eˆژئوپتانسیلي بردار خطا ) x x  را براي هر يک از )

( مقادير 9اشاره شده بدست آورد. در جدول ) هايروش

عددي مربوط به بردار خطا با استفاده از چهار روش فوق 

 ارائه شده است.
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رود با توجه به نتايج محاسبات همانطور که انتظار مي

هاي کروي تعیین شده با استفاده از روش ضرايب هارمونیک

OLS  بدلیل بدوضع بودن مساله کاملًا نادرست و غلط

رايب محاسبه شده با مقادير اولیه باشند. ولي اختلاف ضمي

به ترتیب داراي ريشه  Tikhو  P-Invبر اساس دو روش 

9 67.3(RMSمربعي متوسط ) 10  67و . 0 10  .است

طي يک فرايند تکراري با  SOMPولي با اجراي الگوريتم 

که داراي  توجه به ماهیت تنُُک بودن آن تنها ضرايبي

برداري انجام شده هستند، بیشترين اثر متناسب با نمونه

64.1برابر نیز بردار خطا  RMSو  شدهتعیین  10  محاسبه

maxدر اين محاسبات ماکزيمم تکرار  .گرددمي 5K  ،

5فاکتور تطابق    الگوريتم برابر و معیار همگرايي
1210  .( 2همچنین شکل ) درنظر گرفته شده است

هاي مختلف را ضرايب بازسازي شده با استفاده از روش

البته از آنجا که هدف اصلي اين تحقیق  دهد.نشان مي

گراني زمین و تعیین مشتقات تابع پتانسیل مدلسازي میدان

توان با استفاده از ضرايب يجاذبه با دقت موردنظر است، م

هاي مختلف، مقدار تابع مجهول برآورد شده بر اساس روش

                                                           
1 Root Mean Square 

آنومالي پتانسیل را در نقاط کنترل محاسبه کرده و با مقادير 

بردار  ،اولیه آن مقايسه نمود. در اين صورت بجاي بردار خطا

ˆباقیمانده ) ˆv b Ax ) گردددر هر نقطه محاسبه مي .

دانیم که بعنوان مثال تعیین سطح مبناي ارتفاعي با مي

دقت میلیمتر نیازمند مدلسازي تابع آنومالي پتانسیل بر 

روي سطح رفرانس )ژئوئید يا بیضوي( با دقت 
3 2 210 /m s  است که بر اساس نتايج محاسبات تنها با

دقت توان به هاي پايدارسازي مناسب مياستفاده از روش

( نتايج آماري محاسبات 2موردنظر دست يافت. جدول )

هاي مختلف بر روي با استفاده از روش 33هاي کروي تا درجه و مرتبه نتايج آماري مربوط به بردار باقیمانده در بازسازي ضرايب هارمونیک -2جدول 

 نقاط کنترل

RMS(v) SD(v) Max(v) Mean(v) Min(v) Method 

1.6e+045 1.1e+045 5.6e+045 3.0e+044 -9.9e+043 OLS 
4.4e-001 3.2e-001 1.0e+000 6.7e-003 -9.6e-001 P-Inv 
1.3e-004 9.4e-005 4.7e-004 1.5e-011 -4.5e-004 Tikh 
2.9e-004 2.1e-004 7.5e-004 1.1e-010 -1.0e-003 SOMP 

 

 
نُرم بردار باقیمانده در تکرارهاي مختلف بر اساس الگوريتم  -3 شکل

SOMP-  همگرا شده است 29بردار باقیمانده در تکرار 

 
نُرم بردار مجهولات در تکرارهاي مختلف بر اساس الگوريتم  -4شکل 

SOMP –  همگرا شده است. 329بردار مجهولات در تکرار 

 

 
ها نسبت به عرض جغرافیايي )هر بافیماندهپراکندگي مقادير  -5شکل 

 برداري است.(امتداد نشان دهنده يک مدار نمونه
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هاي مختلف ها را با استفاده از روشمربوط به بردار باقیمانده

بر اساس نتايج بدست  دهد.بر روي نقاط کنترل نشان مي

دقت مدنظر  SOMPو  Tikhهاي آمده با استفاده از روش

 تامین 33براي محاسبه آنومالي پتانسیل تا درجه و مرتبه 

شده است. همچنین در اين محاسبات با اجراي الگوريتم 

SOMP  4و برقراري معیار همگرايي
1 10 ،  نرُم بردار

با توجه به  ولي  تکرار همگرا شده 21باقیمانده بعد از 

 4مطابق شکل بدوضع بودن مساله اين نقطه همگرايي 

اهد بود. بنابراين نخو CSمعادل جواب بهینه در حل مساله 

1معیار همگرايي با درنظر گرفتن 
2 10  شرط رابطه  در

نرُم بردار مجهولات در تکرارهاي  رفتار ( و بررسي8)

تعیین  621( در تکرار optmسطح تُنُکي بهینه ) ،مختلف

بردار باقیمانده  ( به ترتیب نرُم4( و )3گردد. در اشکال )مي

و نرُم بردار مجهولات در هر تکرار با استفاده از الگوريتم 

SOMP .در واقع با استفاده از الگوريتم  نشان داده شده است

SOMP 1365با حذف 1125 240   98ضريب معادل% 

گراني زمین با از دست دادن سازي میدانکل ضرايب مدل

بوده و نشان دهنده آن است که حداقل اطلاعات قابل انجام 

ضريب از  1125در اين سطح تنُُکي بهینه تنها با برآورد 

توان به رنج دقت هاي کروي ميضرايب مجهول هارمونیک

البته  گراني زمین دست يافت.سازي میدانموردنظر در مدل

 به تعداد SOMPدر الگوريتم  CSبر اساس تئوري 

تنُُکي مساله که بسیار کمتر از برداري متناسب با سطح نمونه

با توجه به نتايج نرخ نايکوئیست است، نیازمنديم. همچنین 

بدست آمده بر اساس الگوريتم پیشنهادي بیشترين مقدار 

ها و به جايي که تراکم داده -خطاي محاسبات در قطبین 

 -تناسب آن شباهت عناصر ماتريس طراحي بیشتر است 

مقدار باقیمانده نسبت به  ( پراکندگي5باشد. شکل )مي

دهد. جايي که در قطبین عرض جغرافیايي را نشان مي

برداري بر روي گريد نمونهها با توجه به تراکم داده

( به 7( و )3همچنین در اشکال ) بیشتر است.جغرافیايي 

زمین و ها در کل کرهترتیب توزيع مقدار باقیمانده

ي با استفاده از گرانسازي میدانهیستوگرام خطا در مدل

البته همانطور که  نشان داده شده است. SOMPالگوريتم 

انتخاب ماتريس طراحي مناسب با  CSاشاره شد در تئوري 

کمترين شباهت بین عناصر آن از اهمیت خاصي برخوردار 

nبرداري اختیاري بوده و معمولًا با يک سري نمونه u  

وئیست( عملیات بازسازي سیگنال انجام )کمتر از نرخ نايک

شود. در اين محاسبات نیز با توجه به پراکندگي مقادير مي

برداري نیز تجديد توان در نحوه نمونهها ميخطاي باقیمانده

برداري بر روي گريد نظر نمود. بعنوان مثال بجاي نمونه

اي مساوي در راستاي طول و زاويه-جغرافیايي با فواصل

آوري داده توان جمعفیايي با نرخ نايکوئیست ميعرض جغرا

طولي مساوي در -با فواصل ]24[ 9را بر روي گريد ريوتر

( تعداد 8امتداد طول جغرافیايي انجام داد. در شکل )

1,326n  برداري بر اساس تئوري نمونهCS  بر روي گريد

nريوتر به تعداد  u برداري بر اساس نرخ نسبت به نمونه

5نايکوئیست بر روي گريد جغرافیايي  5   نشان داده شده

گردد صورت با انجام محاسبات مربوطه ملاحظه مي است.

نسبت به عرض جغرافیايي از  هاوابستگي مقادير باقیمانده

( پراکندگي 95(. همچنین شکل )1بین رفته است )شکل

زمین بر اساس تئوري توزيع مقادير باقیمانده را در سطح کره

CS در  دهد.و با انتخاب ماتريس طراحي مناسب نشان مي

nبرداري )اين محاسبات از تعداد کمتري نمونه u براي )

گراني زمین به منظور تقريب تنُُک ضرايب سازي میدانمدل

استفاده شده  33هاي کروي تا درجه و مرتبه هارمونیک

دهنده آن است که الگوريتم است. نتايج محاسبات نشان

SOMP  حتي با توجه به بدوضعي مساله که در آن عدد

314شرط ماتريس ضرايب در حدود  10 در به باشد، قامي

گراني زمین با دقت موردنظر با تعداد بازسازي میدان

جدول برداري کمتر نسبت به نرخ نايکوئیست است. نمونه

گراني زمین بر ( نتايج آماري مربوط به بازسازي میدان3)

و انتخاب ماتريس طراحي مناسب را ارائه  CSاساس تئوري 

 دهد.مي

 
 هاهیستوگرام مقادير باقیمانده -7شکل 

 

                                                           
1 Reuter grid 
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 SOMPگراني با استفاده از الگوريتم سازي میداننحوه پخش مقدار باقیمانده در مدل -3شکل 

 

  
5برداري شده بر روي گريد جغرافیاييداده نمونه 2512تعداد  -8شکل  5   داده  9323با توجه به نرخ ناکوئیست )شکل سمت راست( و تعداد

 گراني زمینسازي میدان)شکل سمت چپ( به منظور مدل CSبرداري شده بر روي گريد ريوتر بر اساس تئوري نمونه

 SOMPبا استفاده از الگوريتم  CSگراني زمین بر اساس تئوري نتايج آماري محاسبات مربوط به بازسازي میدان -3جدول 

RMS SD Max Mean Min Parameter 

6.3e-6 6.3e-6 1.1e-4 2.3e-8 -1.1e-4 Error 
1.7e-5 1.8e-5 1.4e-4 -1.8e-6 -6.0e-5 Residual 

 
 

 
)هر امتداد نشان  CSها نسبت به عرض جغرافیايي با انتخاب ماتريس طراحي مناسب بر اساس تئوري پراکندگي مقادير بافیمانده -1شکل 

  برداري است.(دهنده يک مدار نمونه
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 CSگراني بر اساس تئوري سازي میدانمقدار باقیمانده در مدليکنواخت پراکندگي  -95شکل 

 گیری و پیشنهاداتنتیجه -5

گراني زمین بر اساس تعیین سازي میداندر مدل

هاي کروي تا درجه و مرتبه مشخص ضرايب هارمونیک

ها از اهمیت بسیاري برخوردار است. کیفیت و تراکم داده

هاي انجام شده با نرخ نايکوئیست بردارينمونهمعمولاً 

ها آوري دادهمستلزم صرف هزينه زياد جهت جمع

توان يک سیگنال را مي CSباشند. با استفاده از تئوري مي

برداري کمتر از نرخ نايکوئیست بصورت تُنُک با تعداد نمونه

اي در بازيابي بر اساس عناصر غیرصفري که سهم عمده

هاي متداول نظر دارند، تقريب زد. در روشسیگنال مورد

وضع برداري فشرده فرض بر آن است که مساله خوشنمونه

بوده و اطلاعات اولیه در مورد سطح تُنُکي سیگنال اصلي 

وجود دارد. بنابراين در يک الگوريتم تکرارشونده سعي 

گردد جواب بهینه با مینیمم کردن نُرم بردار خطا مي

با يک مساله بدوضع مواجه  ر اين حالتدتعیین شود. ولي 

دقیقاً مشخص نیز و معمولاً سطح تُنُکي سیگنال  هستیم

گونه مسائل مینیمم کردن نُرم بردار نیست. در اين

متناسب با مینیمم شدن نُرم بردار خطا و تعیین  باقیمانده

 SOMPجواب بهینه نخواهد بود. با استفاده از الگوريتم 

توان يک سیگنال را بصورت قاله ميارائه شده در اين م

برداري با دقت موردنظر بازيابي تُنُک با تعداد کمتري نمونه

نمود. الگوريتم فوق به منظور تقريب تُنُک ضرايب 

گراني زمین سازي میدانهاي کروي جهت مدلهارمونیک

استفاده شده است. بر اين اساس طي يک فرآيند 

بررسي رفتار نُرم بردار  تکرارشونده سطح تُنُکي سیگنال با

نُرم بردار مجهولات در هر تکرار تعیین  و هاباقیمانده

گردد. با مقايسه نتايج بدست آمده با استفاده از مي

هاي ديگر حل مساله معکوس نظیر الگوريتم فوق با روش

توان مي Tikhو روش پايدارسازي  OLS ،P-Invهاي روش

 نرخکمتر از درصد  55ي بردارادعا نمود که با تعداد نمونه

 قابل زمین گرانيمیدان بازيابي در مدنظر دقت نايکوئیست

 بردار مقادير توزيع بررسي با همچنین. است دستیابي

 نقاط پراکندگي نحوه و تراکم توانمي هاباقیمانده

 .نمود اصلاح نیز را بردارينمونه

 سپاسگزاری

 براي زمین گرانيمیدان کروي هايهارمونیک ضرايب

 آلمان GFZ سايت از مربوطه محاسبات انجام

(http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM )/شده دريافت 

 اشخاص تمام هايراهنمايي و مشاوره از همچنین. است

 الگوريتم تکمیل در که نیدل دينادکتر  خانم بخصوص

  .گرددمي تشکر و تقدير رساندند، ياري را ما مدنظر
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