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  )1393، تاريخ تصويب خرداد 1391(تاريخ دريافت مرداد  

  

  چكيده

با  .است زمينهاين هاي متدوال در گيري عددي يكي از روشانتگرال ها ارائه شده است كهي براي تعيين مدار ماهوارههاي گوناگونروش

چگونگي ها هاي پيش روي محققين در تعيين مدار ماهوارهيكي از چالش ،هاي بسيار متنوع در حل عددي معادلات ديفرانسيلوجود روش

روش و  ايپله تكلترين روش اومتدبعنوان  كوتا-رونگ روش نتايج مقاله اين دراست. مناسب گيري عددي انتخاب يك روش انتگرال

هاي از روششوند. نتايج نشان داد چنانچه با يكديگرمقايسه مياي چند پلهبعنوان متداولترين روش  برآورد-تصحيح-برآورد-بينيپيش

اي اي و تك پلهپله هاي چنداختلاف چنداني ميان روش با انتخاب مناسب تلورانس خطا گيري با خطاي كنترل شده استفاده شودانتگرال

   . عادلات حركت ماهواره استفاده شودها در حل ماي بهتر است از اين روشپله هاي چندتر روشنيست و با توجه به سرعت مناسب

يك شود. براي استفاده از اين روش كلاسمعرفي مي هادر تعيين مدار ماهوارهتحليلي -بعنوان يك روش شبهدر اين مقاله روش لاگرانژ نيز 

و براي  دهيمگسترش مي ضرايب لاگرانژ از ميدان كپلري به همه ضرايب ميدان جاذبه زمين ،هاي ارتفاع پايينتعيين مدار ماهواره در 

در بخش نتايج نشان داده كنيم. مقايسه ميگيري عددي حاصل از انتگرالحاصل از ضرايب لاگرانژ را با مدار  مدارتست دقت اين ضرايب 

  يك روز در حد ميليمتر است.براي يك ماهواره ارتفاع پايين بعد از خواهد شد كه دقت نهايي روش لاگرانژ 

  ايچند پلهاي و پله گيري تك، روش انتگرالعددي گيريانتگرالهاي ارتفاع پايين، ضرايب لاگرانژ، ماهواره : كليدي واژگان

                                                                 
 سنده رابطينو  ∗
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  مقدمه -1

 مدار تعيين در متداول بسيار هايروش از يكي

-انتگرال كمك به حركت ديفرانسيل معادله حل ماهواره

 .]1[ است ماهواره بر وارد هايشتاب مجموع از گيري

)1(  
0000

rtrrtraVr &&&& ==+∇= )(,)(  

) را معادله بنيادين در تعيين مدار ماهواره 1معادله (

پتانسيل گرانشي نيروهاي جاذبي  Vنامند كه در آن مي

هاي غيرجاذبي وارد بر نشاندهنده شتاب aموثر بر ماهواره و 

به دو دسته كلي هاي وارد بر ماهواره ماهواره است. شتاب

 شوند كههاي جاذبي و غيرجاذبي تقسيم بندي ميشتاب

هاي جاذبي ناشي از اثر جاذبه زمين، شتابمهمترين 

جزرومد، جاذبه جسم سوم (ماه و خورشيد) و مهمترين 

هاي غيرجاذبي فشار تشعشات خورشيدي و كشش شتاب

با استفاده  ها در تعيين مداراين شتاب .]2[ اتمسفري هستند

سبه محا .گردندمحاسبه ميهاي ديناميكي موجود از مدل

هاي نيروي وارده بر ماهواره مدار ماهواره با استفاده از مدل

هاي قديمي و پركاربرد در مبحث تعيين مدار يكي از روش

است كه بعدها با مطرح شدن انواع ديگري از مدارها، اين 

   .مدار به مدار ديناميكي معروف شد

هاي گوناگوني براي حل معادله حركت ماهواره روش

گيري هاي انتگرالترين آنها روشكه متداول ارائه شده است

گيري عددي بسيار متنوع و هاي انتگرالعددي هستند. روش

متداولي براي حل معادله ديفرانسيل حركت ماهواره ارائه 

ها را به دو دسته عمده توان اين روششده است كه مي

. ]3[ تقسيم بندي كرد 2ايچند پلهو  1ايتك پلههاي روش

اي  روش گيري تك پلههاي انتگرالترين روشيكي از متداول

كارل رونگ  در اواخر قرن نوزدهم توسط كه است كوتا- رونگ

نيز اي روش چند پلهترين متداول .]4[ ارائه شد و ويلهلم كوتا

است   PECE( 3برآورد ( -  تصحيح - برآورد - بينيپيش روش

 بشفورت - آدامزبا روش  مولتون- آدامزروش كه از تركيب 

  . ]5[ شودنتيجه مي

ها، استفاده از هاي تعيين مدار ماهوارهيكي ديگر از روش

 - روش لاگرانژ است. روش لاگرانژ در حقيقت يك روش شبه

تحليلي است كه در آن بردار موقعيت ماهواره بر حسب زمان 

                                                                 
١ Single-step 
٢ Multi-step 
٣ Prediction-Estimation-Correction-Estimation  

شود. با افزايش تعداد جملات به سري تيلور بسط داده مي

توان به اندازه دلخواه به جواب تحليلي نزديك شد. سري مي

مزيت عمده روش لاگرانژ اين است كه در اين روش برخلاف 

وقعيت اي را براي متواند جواب پيوستههاي عددي ميروش

روش  .]6[ دادماهواره بين لحظه اوليه و لحظه دلخواه ارائه 

در هر اي چند پلهگيري هاي انتگراللاگرانژ مانند روش

مرحله تنها به يكبار محاسبه مشتق نياز دارد و از اين جهت 

و سريعتر از اي چند پلههاي سرعت اين روش مانند روش

- چند پلههاي اي است. اما بر خلاف روشپلههاي  تك روش

سازي مقدار مشتق تابع در لحظات نيازي به ذخيرهاي 

هاي درونيابي و برونيابي براي پيشين و استفاده از روش

محاسبه مقدار تابع در لحظه بعدي نيست. اما عيب اين روش 

محدود بودن اين ضرايب به ميدان كپلري و حداكثر ميدان 

2J است كه كاربرد آن را به تعيين مدار سيارات منحصر مي -

كند. ضرايب لاگرانژ تا درجه بالا در ميدان مركزي توسط 

بعدها  .]7[ تعيين شد 1965و همكارانش در سال  اسكونزو

 J2به ميدان  و لين و وانگتوسط  2003اين ضرايب در سال 

. در اين تحقيق به دنبال آن هستيم ]8[ توسعه پيدا كردند

كه با بسط ضرايب لاگرانژ به ميدان كامل بعنوان يك دست 

آورد جديد، زمينه استفاده از اين روش در تعيين مدار 

  هاي ارتفاع پايين فراهم گردد. ماهواره

- هاي انتگرالروش اجمالي در بخش اول مقاله به معرفي

 ايپلهتكبعنوان متداولترين روش  كوتا- رونگگيري عددي 

بعنوان  برآورد - تصحيح - برآورد - بينيپيش روشو 

پردازيم. در بخش دوم روش اي ميچند پلهمتداولترين روش 

لاگرانژ معرفي و نحوه گسترش اين ضرايب به ميدان كامل 

شود. در بخش پاياني نيز مدار به شرح داده مي 4جاذبه زمين

هاي عددي با مدار به دست آمده گيرياز انتگرالدست آمده 

از روش لاگرانژ مقايسه و نشان داده خواهد شد كه اين روش 

گيري هاي انتگرالتواند جايگزين مناسبي براي روشمي

   عددي باشد.

در تعيين  عددي گيريانتگرال هايوشر - 2

 مدار ماهواره

حقيقت مشتق  هاي وارد بر ماهواره، درمجموع شتاب

تق دوم بردار موقعيت است. در نتيجه اول بردار سرعت و مش

                                                                 
٤ Full gravitational field 
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- بردار موقعيت و سرعت (يا همان بردار وضعيت) با انتگرال

اند كه اين فرآيند ها قابل محاسبهگيري از مجموع اين شتاب

گيري است. همان تعيين مدار ماهواره به كمك روش انتگرال

هاي عددي ا به كمك روشگيري مدار عمدتامروزه انتگرال

يري عددي به دو دسته كلي گانتگرالهاي شود. روشحل مي

  گردند. بندي ميتقسيماي پله چنداي و پله تكهاي روش

 ايتك پلههاي شرو -2-1

ها تنها از كه در آن عددي گيريهاي انتگرالبه روش

مقدار تابع در براي تعيين  ماقبل اطلاعات موجود در نقطه

 ،گويندمي ايپلهتكهاي شود روشلحظه بعدي استفاده مي

تر شدن البته براي دقيق .اندزيرا تنها وابسته به يك نقطه

 نيز تريهممكن است به محاسبات اضاف ،هاي حاصلجواب

 1tو  0tداشته باشيم بعنوان مثال مابين نقطه  احتياج

ترين داشته باشيم. يكي از متداول ي از مشتقات تابعاطلاعات

  است. كوتا- رونگروش  ايتك پلهگيري هاي انتگرالروش

  كوتا- رونگروش  - 1- 2-1

كارل  در اواخر قرن نوزدهم توسط كوتا- رونگروش 

در اين روش به جاي در . ] 4[ ارائه شد رونگ و ويلهلم كوتا

به عنوان  0tنظر گرفتن مقدار مشتق تابع مورد نظر در لحظه 

ميانگين وزنداري از  ،شيب خط تقريب زننده تابع مذكور

],[مشتقات تابع در نقاط بازه  00 htt را به عنوان شيب  +

  كوتا- رونگبعنوان مثال در روش   .گيرندمياين خط در نظر 

 دگردمحاسبه مي )2(معادله اين شيب ميانگين از ، sمرتبه 

]5[ .  

)2(  
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),()(كه در اين رابطه  tyytf و در نتيجه جواب =&

   اين روش به صورت زير خواهد بود.ديفرانسيل با  معادله

)4(  RKhyhty Φ+≈+ 00 )(  

ijiiضرايب  abc  .هستندداراي روابط زير با يكديگر  ,,
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با ترم چهارم مرتبه چهار معادل  كوتا - رونگروش دقت 

سري تيلور است. البته همواره تعداد مرتبه اين روش دقيقا 

 1985در سال  باتچرهاي سري تيلور نيست. با ترم معادل

معادل ترم پنجم، مرتبه  6مرتبه  كوتا- رونگنشان داد كه دقت 

معدل ترم هفتم سري تيلور  11دل ترم ششم و مرتبه امع 8

مرتبه چهارم را از اين  كوتا- رونگتوان بنابراين مي. ] 9[ است

مرتبه بالاتر برتر دانست  كوتا- رونگهاي روشلحاظ نسبت به 

گيري به جاي بالا بردن مرتبه دقت انتگرالافزايش و براي 

 د.گيري را كوچك كربازه زماني انتگرال كوتا - رونگروش 

  ايچند پله هايروش -2-2

اي از اطلاعات چند پلهاي در روش پلهبرخلاف روش تك

موجود در چند نقطه گذشته به جاي نقاط مياني استفاده 

گيري نسبت به روش كنيم كه با اين كار سرعت انتگرالمي

يابد. زيرا در هر اي افزايش ميبه طرز قابل ملاحظه ايپلهتك

شود. به انجام مي مشتق مرحله تنها در يك نقطه محاسبه

بيش از يك نقطه براي برآورد مقدار تابع در ي دليل بكارگير

گويند. يكي از اي ميلحظه بعدي به اين روش، چند پله

- آدامزاي روش پله گيري چندهاي متداول انتگرالروش

 گردداست كه روابط آن بصورت خلاصه ارائه ميبشفورت

  :] 10و11[

)6(  hyy ABmnn ϕ+=+1  

m مرتبه  بشفورت- آدامزدهنده روش در اين رابطه نشان

m  است كه ازm  نقطه گرهي براي محاسبه انتگرال استفاده

  :شودبصورت زير محاسبه مي ABmϕ ،)6( معادلهكند. در مي

)7(  

  

مقدار تابع  i+1به  iبراي گذر از مرحله  mABدر روش 

در حالت iy+1. بنابراين برآوردشودنميمحاسبه  i+1در نقطه 

هاي گيرد و شبيه تمامي روشبرونيابي كامل صورت مي

 يتواند داراي خطاهاي قابل توجهبرونيابي اين روش نيز مي

  شد. با

خود  ، مشتقiy+1براي حل اين مشكل بايد در برآورد 

به جاي برازش را نيز دخيل كنيم. بنابراين  i+1نقطه 

∑
=

=Φ
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iiRK kb
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iimiاي به نقاط چندجمله ttt ,,..., 11  يك چند −+−

12اي به نقاط جمله ,,..., ++− iimi ttt در  دهيم.برازش مي

نتيجه مسئله از حالت برونيابي به حالت درونيابي تغيير 

-آدامزروش ديگري تحت عنوان  به اين صورتكند. مي

  .] 12[ ارائه شد مولتون

 )8(  hyy AMmnn ϕ+=+1  

  در اين رابطه

)9(  

  

اما مشكل اين روش در اين است كه محاسبه 

))(,( 11 ++ ii tytf  نياز به)( 1+ity  دارد و اين همان

گرديم. بنابراين در چيزي است كه ما به دنبال آن مي

مواجه با اين مسئله مانند تمامي مسائل كه با توابع ضمني 

  حل استفاده از روش تكرار است. سروكار داريم راه

به تنهايي قابل  مولتون  - آدامزاز آنجائيكه روش 

تركيب بشفورت -آدامزاين روش را با روش  ،استفاده نيست

گردد كه به آن كنند كه نتيجه آن منجر به روشي ميمي

گردد كه برآورد مي - تصحيح -  برآورد - بينيروش پيش

  :] 3[ مراحل آن به شرح زير است

 با استفاده از روش i+1t. برآورد مقدار اوليه جواب در 1

   بشفورت -آدامز

)10(  hyy ABmn
p
i ϕ+=+1  

),)((. برآورد مقدار تابع 2 tytf درi+1t   

)11(  ),( 111

p

ii

p

i ytff +++ =  

  مولتون - آدامز. تصحيح مقدار جواب اوليه به كمك روش 3

)12(  )( 11

p

iAMmn

c

i fhyy ++ += ϕ  

),)((. برآورد مقدار تابع 4 tytf  درi+1t  با استفاده ازc

iy 1+  

)13(  ),( 111

c

ii

c

i ytff +++ =  

-مي 3را وارد مرحله  4ه دست آمده از مرحله ب. مقدار 5

آوريم. كنيم و مقدار تصحيح شده جديد را به دست مي

دهيم كه اختلاف اين دو مقدار اين كار را تا آنجا ادامه مي

 از دقت خواسته شده (تلورانس خطا) كمترتصحيحي 

هاي عددي در منابع باشد. جزئيات بيشتري از روش

و  3[توان از مختلفي در دسترس است كه از آن جمله مي

 نام برد. ] 4

به كمك روش  ماهوارهتعيين مدار  - 3

 لاگرانژ

عيين مدار هاي كلاسيك تروش لاگرانژ يكي از روش

بوده است. در اين روش بردار موقعيت و سرعت حول 

شوند و لحظه اوليه بر حسب سري تيلور بسط داده مي

سپس بصورت تابعي از بردار موقعيت و سرعت اوليه و 

شوند. در اين روش بردار موقعيت ضرايب لاگرانژ نوشته مي

در لحظات بعدي با ضرب كردن بردار موقعيت و سرعت 

  آيند. ضرايب لاگرانژ به دست مي اوليه در

به وسيله ضرايب لاگرانژ جايگزين ماهواره تعيين مدار 

اگر  ،خواهد بودها ماهواره مدار گيريمناسبي براي انتگرال

اين  اما .بتوانيم اين ضرايب را در ميدان كامل ارائه دهيم

ضرايب به صورت كلاسيك در ميدان مركزي و حداكثر در 

. در اين بخش با گسترش ضرايب موجود هستند J2ميدان 

لاگرانژ به ميدان كامل زمينه استفاده از اين ضرايب در 

  شود. هاي ارتفاع پايين فراهم ميتعيين مدار ماهواره

  مدل رياضي ضرايب لاگرانژ -1- 3

در مسئله تعيين مدار  نمعادله بنيادي )1(معادله 

هاي متفاوتي براي حل آن ارائه شده است. است كه روش

اگر نيروهاي وارد بر ماهواره را منحصر به به صورت كلي 

توان جواب اين ميترم مركزي ميدان جاذبه زمين بدانيم، 

-معادله را به صورت تابعي از موقعيت و سرعت اوليه و ترم

-ها ضرايب لاگرانژ ميهايي در نظر گرفت كه به اين ترم

  .] 13[ گويند

)8(  

  

gfجائيكه  و ضرايب وابسته به زمان لاگرانژ  ,

gf && مسئله  اينجادر . هستندمشتقات اين ضرايب   ,

. ] 14[  تعيين مدار معادل با تعيين اين ضرايب خواهد بود

تنها براي حالت كپلري صادق خواهد بود و  )8( اما معادله

هاي اگر بخواهيم اين ضرايب رابه كل ترمبه صورت كلي 
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بايد روابط جديدي براي ميدان جاذبه زمين بسط دهيم 

  دست آوريم.  صورت ماتريسي به هاين ضرايب ب

)15(  
  

  جائيكه

)16(  

  

  و

)17(  

  

اي اين ضرايب با استفاده از بسط بيان چندجمله

 سري تيلور حول يك نقطه اوليه بوسيله معادله 
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  گردد:ارائه مي 

)18(  

3,2,1)(
!

1
)(

)(
!

1
)(

0

0

)(

0

0

)(

0

0

=−=

−=

∑

∑
∞

=
=

=

∞

=

ittg
n

tg

ttf
n

tf

n

n

tt
n

ii

n
tt

n

n
ii

  

قابل )19(ها از معادله و همچنين مشتقات آن

  محاسبه است.
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وارد شي اغتشاضرايب بسط تيلور براساس نيروهاي 

در اين ضرايب. گردندتعريف ميبر ماهواره 

)( 0ttdt هاي در انتگرالگيري 1معادل فاصله زماني =−

كه با تغيير آن دقت روش لاگرانژ نيز تغيير  عددي است

 يربه صورت زبردار موقعيت سري تيلور بسط . كندمي

  :است

)20(  

  

 جائيكه

)21(  

  

 روشن است كه )20(از معادله 

)22(  

  
 

)21(  

  

براي تعيين مقدار  )21(از معادله شماره  
)(n

F  و
)(n

G ناستفاده خواهد شد و ضرايب لاگرانژ بر اساس آ 

  ميدان كامل محاسبه خواهد شد. در ميدان 

 ضرايب لاگرانژ در ميدان كامل - 2- 3

ن تغييرات توزيع جرم در داخل زمين در نظر گرفت

مركزي  كه شتاب جاذبه علاوه بر مولفهشود باعث مي

 براي محاسبه ضرايب لاگرانژداراي مولفه ديگري نيز باشد. 

بايد مشتقات بردار موقعيت را حساب كنيم. مشتق صفرم 

و اول بردار موقعيت همان بردار موقعيت و سرعت است 

هستند. بنابراين اولين مشتقي كه هاي مسئله كه ورودي

در  &&r نياز به محاسبه دارد مشتق دوم بردار موقعيت

گيري از رابطه اين شتاب با مشتق. لحظه موردنظر است

                                                                 
١ Step-size 
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ت. تابع بسط پتانسيل جاذبه زمين قابل محاسبه اس

 .] 15[ پتانسيل زمين داراي رابطه زير است

)9(  

)](sin

)sincos()(1[

),,(

2 0

ϕ

λλ

λϕ

nm

n

n

m

nmnm

n

P

mSmC
r

R

r

GM
rV

∑ ∑
∞

= =

++

×=

  

حاصلضرب ثابت گرانشي در جرم زمين،  GMجائيكه 

R  ،شعاع زمين
nmC  وnmS ميدان  ضرايب هارمونيك

از درجه توابع لژاندر  sinϕnmP)(وپتانسيل جاذبه زمين 

n  و مرتبهm  .هستند),,( λϕr  نيز مختصات ماهواره در

بر  )9( از آنجا كه معادله سيستم مختصات كروي است.

در سيستم  نيست بايد براي محاسبه شتاب x, y, zاساس 

 گيري نسبي استفادهاي در مشتق، از قاعده زنجيرهكارتزين

  .] 16[ كرد

)10(  
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&& ),,(  

λϕكه در اين رابطه ,,

,,

r

zyxJ بين  وبينكماتريس ژا

ت. رابطه شتاب اس مختصات كارتزين اينرشيال و كروي

تواند به صورت تابعي از بردار موقعيت جاذبه زمين، مي

و با  شتاب جاذبهرياضي  رابطهبا استفاده از بازنويسي شود. 

  :اندكي ساده كردن روابط خواهيم داشت

)11(  rArbar +−= )(&&  

  كه در آن 

)12(  
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
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=
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يك ماتريس قطري است. اولين و  Aجائيكه ماتريس 

دهنده مولفه  به ترتيب نشان )11(دومين ترم در معادله 

مولفه شعاعي در شعاعي و غير شعاعي شتاب جاذبه است. 

راستاي بردار موقعيت و مولفه غيرشعاعي ترم باقيمانده 

دانيم هرگاه بردار شتاب جاذبه است. همانطور كه مي

ضرب شود برداري در راستاي بردار اسكالري در بردار 

(مولفه شعاعي) و هرگاه  قبلي به دست خواهد آمد

ماتريسي در بردار موقعيت ضرب شود راستاي بردار در 

(مولفه غيرشعاعي) كه در  حالت كلي ثابت نخواهد ماند

ضرايب واقع اين ماتريس مصور آن بردار خواهد بود. 

هايي از موقعيت و به صورت ترم )11( معادلهمجهول 

نسبت به مختصات  جاذبهپتانسيل تابع مشتقات جزئي 

   باشد.منحني الخط مي

)13(  

� = 1
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� = 1
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� + �� ��								ℎ =
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� = 1
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  مشتقات تابع پتانسيل هستند: λVو  rV ،ϕVجائيكه 
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  خواهد بود: در شكل ماتريسي آن )11(معادله 

)15(  ( ) rAIbarArbar +−=+−= )()(&&
  

  نسبت به زمان rمشتق سوم 

)16(  ( ) ( ) rAIbarAIbar &&&& +−++−= )()(
)3(

  

  و به شكل مشابه مشتق چهارم آن 

)17(  
( )

( ) ( ) rAIbarAIba

rAIbar

&&&&&&

&&&&&&

+−++−

++−=

)()(2

)(
)4(

  

 )17( ادله شمارهعدر م )15( با جايگذاري معادله

  خواهيم داشت: 

)18(  
( ) ( )

( ) ( ) rAIbaAIba

rAIbarAIbar

+−+−+

+−++−=

)()(

)(2)(
)4(

&&&&&&&&&&
  

 پس از اندكي ساده سازي
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)19(  ( )[ ]
( ) rAIba

rAAbaAIbaba

r

&&&&

&&&&&&

+−+

+−++−+−

=

)(2

)(2)()(
22

ضرايب لاگرانژ براي ميدان كامل  هاي سري تيلور ترم)4(

  ارائه شده است.  1جدول  در

 lو  a, b, h, eنحوه محاسبه مشتقات، ضرايب اسكالر 

   در بخش ضميمه ارائه شده است.

كاملهاي سري تيلور ضرايب لاگرانژ در ميدان ترم -1 جدول
 

n )(
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n
f )(

1

n
g )(
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nf )(

3

ng 

0 1 0 1 0 1 0 

1 0 1 0 1 0 1 

2 lba −− )( 0 hba +− )( 0 eba +− )( 0 

3 lba &&& −− )( lba −− )( hba &&& +− )( hba +− )( eba &&& +− )( eba +− )( 

4 
llbal

baba
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&&&&

−−−
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)(2
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2

 lba &&& 2)(2 −− 
hhbah

baba

&&

&&&&

+−+

+−+−

)(2

)()(

2

2

 hba &&& 2)(2 +− 
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2

 eba &&& 2)(2 +− 

   

  نتايج عددي  -4

مدار محاسبه شده ساعته  24مطالعات بر اساس مقايسه 

ماهواره گيري است. با مدار انتگرال CHAMPماهواره 

CHAMP2  ،جولاي سال  15كه در است اي آلماني ماهواره

اي در مدار قرار گرفت. مدار اين ماهواره تقريبا دايره 2000

درجه) است كه ارتفاع  87شكل و نزديك به مدار قطبي(ميل 

كيلومتر بوده و مدت زمان يك دور كامل آن  454اوليه آن

اهداف عمده ارسال اين ماهواره  ]. 17[ دقيقه است 93,55

هاي بلند ميدان ثقل عبارت بود از: تعيين دقيق طول موج

زمين و تغييرات زماني آن و تعيين ميدان مغناطيسي زمين. 

- چند پلهگيري عددي هاي انتگرالدر ابتداي اين بخش روش

قابليت و و سپس  با يكديگر مقايسه شده اي تك پلهو اي 

گيرد. ا نتايج عملي مورد بررسي قرار ميبلاگرانژ دقت روش 

گيري عددي و هاي انتگرالتمامي محاسبات مربوط به روش

روش لاگرانژ در ميدان كامل جاذبه زمين به كمك مدل 

 انجام شده است 140تا درجه و مرتبه   EGM96ژئوپتانسيل 

مقادير اوليه و پارامترهاي كپلري در لحظه اوليه براي . ]18[

ارائه شده است. براي تمامي  2در جدول  CHAMPماهواره 

محاسبات اين مقادير بعنوان مقدار اوليه در نظر گرفته شده 

  است. 

يكي از مسائلي كه در حل معادلات ديفرانسيل و 

هاي عددي همواره مطرح است، گيرياستفاده از انتگرال

                                                                 
٢ CHAllenging Minisatellite Paylod 

هاي چگونگي انتخاب يك روش عددي مناسب از بين روش

- هاي انتگرالاين تحقيق با استفاده از روش موجود است. در

شونده، دقت و سرعت گيري عددي با خطاي كنترل

  كنيم.ها را با يكديگر مقايسه ميمحاسبات اين روش

 CHAMPمقادير اوليه براي ماهواره  -2جدول 

 Parameters CHAMP 
Date (DAY, MONTH, 

YEAR)   
Time (Hour, Min, Sec) 

2000   07   15  

05   00   00  

(m)
r  

119/6800580 

787/1806 

864/38312 

r& 
(m/s)

 

1523/43- 

3532/361 

4914/7662  

Semi-major axis (m) 673/6827998  

Eccentricity 004/0 

Inclination (degree) 3/87 

Right-Ascension of the 
ascending node (degree) 

0 

Argument of 
perigee (degree) 

0 

 True anomaly (degree) 
2106/0  

 

گيري از در اين تحقيق براي محاسبه مدار انتگرال

استفاده شده  متلببرنامه  ODE113و   ODE45تابع 
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گيري عددي تك انتگرال ، روشODE45روش  ] 19[ است

 كوتا-رونگاي با خطاي كنترل شونده بر اساس روش پله

 -رونگدر اين روش جواب حاصل از  .است 5و  4مرتبه 

شوند و اگر اختلاف با يكديگر مقايسه مي 5و  4مرتبه كوتا

دو روش از دقت خواسته شده بيشتر بود، فاصله زماني در 

شود. اين كار تا آنجا كه انتگرالگيري عددي كوچك مي

 اختلاف دو روش از دقت خواسته شده (تلورانس خطا)

 نيز روش ODE113د يافت. روش هكمتر شود، ادامه خوا

اي با خطاي كنترل شونده بر چند پلهگيري عددي انتگرال

 برآورد -تصحيح - برآورد- بينيپيشاساس الگوريتم روش 

 ODE113خواهيم جواب حاصل از روش است. در ابتدا مي

هاي متفاوت با يكديگر مقايسه را با تلورانس  ODE45و 

نشان دهنده اختلاف مدار به دست آمده از  1كنيم. شكل 

بعد از يك روز است  CHAMPاين دو روش براي ماهواره 

  تنظيم شود. 10-12هنگامي كه تلورانس خطا برابر با 

  

با   ODE45و  ODE113گيري روش اختلاف مدار انتگرال -1 شكل

  10-12تلورانس خطاي 

واضح است هنگامي كه  1همانطوري كه در شكل 

شود، اختلاف دو تنظيم مي 10- 12 تلورانس خطا برابر با 

گيري بعد از يك روز براي يك ماهواره ارتفاع مدار انتگرال

هاي موقعيت سيستم مختصات پايين در راستاي مولفه

سانتيمتر است. حال اگر  4كارتزين اينرشيال در حد 

قرار دهيم، اختلاف اين دو  10-16 تلورانس خطا را برابر با 

نشان دهنده  2مدار كمتر يك ميليمتر خواهد بود. . شكل 

  ODE45و  ODE113اختلاف مدار به دست آمده از روش 

  است. 10-16 با تلورانس خطاي

  
با   ODE45و  ODE113گيري روش اختلاف مدار انتگرال -2 شكل

  10-16تلورانس خطاي 

اختلاف اين دو مدار نشان دهنده اين حقيقت است 

گيري با خطاي كنترل هاي انتگرالكه هرگاه از روش

شود، ميزان دقت روش بستگي به شونده استفاده مي

تلورانس خطاي تنظيم شده دارد. در نتيجه با كوچك 

تك هاي تلورانس خطا، جواب به دست آمده از روشكردن 

تا هر ميزان دلخواه به يكديگر قابل اي چند پلهو  اي پله

نزديك شدن هستند و تفاوت چنداني از نظر دقت بين دو 

-هاي انتگرالبا انتخاب روش در نتيجهروش نخواهد بود. 

گيري عددي با خطاي كنترل شونده و انتخاب درست 

ملا اختلاف فاحشي بين جواب حاصل از تلورانس خطا ع

تنها  .گيري عددي نيستانتگرال مختلف هايروش

اي كه در اين بين باقي خواهد ماند، مسئله زمان مسئله

منجر به  خطامحاسبات است. زيرا كوچك كردن تلورانس 

  افزايش حجم و زمان محاسبات است. 
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در مرحله بعدي به دنبال اين هستيم كه زمان  

هاس مختلف خطا را براي تلورانس محاسبات اين دو روش

 16زمان محاسبات يك روز ( 3مقايسه كنيم. در شكل 

در ميدان جاذبه زمين تا  CHAMPدور) مدار ماهواره 

هاي ) به كمك روشNmaxهاي مخلتف (درجه و مرتبه

ODE113  وODE45  10-16 و  10-12  خطاي با تلورانس 

    نشان داده شده است.  

چند گيري رفت روش انتگرالهمانطور كه انتظار مي

به دليل يكبار محاسبه تابع داراي سرعت  ODE113اي پله

است. با كوچك كردن   ODE45بالاتري  نسبت به روش 

يابد. تلورانس خطا نيز مدت زمان محاسبات نيز افزايش مي

گيري بررسي شده روش انتگرالهاي روشبين در 

ODE113  سريعترين و روش  10-12 با تلورانس خطاي

ODE45  ها كندترين روش 10-16 با تلورانس خطاي

بودند. از نكات قابل توجه در اين مقايسه اين است كه 

از روش 10-16 حتي با تلورانس خطاي ODE113روش 

ODE45  سريعتر است. در نتيجه  10-12 با تلورانس خطاي

با توجه به مقايسه نتايج مرحله قبل و زمان محاسبات 

-16حتي با تلورانس خطاي ODE113روش  گفت توانمي

هاي ارتفاع ترين روش محاسبه مدار ماهوارهمناسب 10

. براي كابردهايي ديگر استپايين براي كاربردهاي دقيق 

د كه كه در نيز بايد تلورانس خطا را به نحوي انتخاب كر

  كمترين زمان ممكن به دقت خواسته شده دست يافت. 

  

هاي ) به كمك روشNmaxهاي مخلتف (در ميدان جاذبه زمين تا درجه و مرتبه CHAMPزمان محاسبات يك روز مدار ماهواره  -3 شكل

ODE113  وODE45  10- 16و  10- 12  با تلورانس خطاي  

حاصل از روش لاگرانژ به  يجبخش نتا يندر ادامه ا

. به صورت گردديارائه م يليتحل -روش شبه يكعنوان 

كه جواب روش لاگرانژ را با جواب  يممند-خاص، علاقه

 يفرانسيلمعادله د يمرسوم حل عدد هايحاصل از روش

  . يمكن يسهمقا LEO1 هايدر ماهواره

  

                                                                 
١ Low Earth Orbiters 

در سه  ياختلاف مدار لاگرانژ از روش عدد 4شكل  در

 يرو عمود بر مس 3حركت ي، راستا 2يشعاع يراستا

 شده است. يمماهواره ترس  4حركت

 
 

                                                                 
 ٢ Radial  
٣  Along-track 
٤  Cross-track 
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  dt=1 و dt=5 با CHAMPگيري شده و مدار به دست آمده از روش لاگرانژ در ميدان كامل براي ماهواره اختلاف بين مدار انتگرال -4 شكل

مدار  دهنده اختلاف بين) نشانa, b, c( 4شكل

 يك يكامل برا يدانشده و مدار لاگرانژ در م گيري  انتگرال

بيشترين مقدار باشد. مي =dt 5 با CHAMPماهواره روز 

بعد از  LEOبراي تعيين مدار ماهواره  روش لاگرانژ خطاي

از آنجائيكه اين دقت . استسانتيمتر  20يك روز در حدود 

- ممكن است در برخي از كاربردهاي دقيق ناكافي باشد، مي

) dtتوان دقت اين روش را با كوچك كردن فاصله زماني (

كاهش داد. مانند بسياري از مشكلاتي كه عامل آن خطاي 

خطا كوچك كردن  يناست راه حل كم كردن اثر ا 7يبرش

دقت  يزن ينجا) است. در اdt( يهنقاط بر حسب ثان يفاصله زمان

قابل  dt=1sبه  dt=5sنقاط از  ينب يبا كاهش فاصله زمان

مدار  ييندقت روش لاگرانژ در تع ينكاراست.  با ا يشافزا

 واهدخ يليمترم 5روز در حد  يكبعد از  LEO هاي  ماهواره

مدار  بين اختلاف دهنده  ) نشانd, e, f( 4شد. شكل

 يك يكامل برا يدانشده و مدار لاگرانژ در م گيري  انتگرال

  .باشد  يم dt=1sبا  CHAMPروز ماهواره 

دقت روش  يد،مشاهده كرد 4كه در شكل  همانطور

در حد چند  LEOماهواره  يك يروز برا يكلاگرانژ بعد از 

 ياز كاربردها در ژئودز ياريبس ياست كه برا يليمترم

 يخواهد بود. برا آل  يدها يدقت ييو علوم فضا اي  ماهواره

 يدانم )n=4( يلورت يلاگرانژ، تا ترم پنجم سر يبمحاسبه ضرا

                                                                 
١ Truncation Errors 

 هاي  صفر فرض كردن ترم يكامل محاسبه شده است. به جا

 يداناز م يبيبعنوان تقر J2و  يكپلر يدانم هاي  بالاتر، از ترم

 يقتلف تواند  يم يندهآ يكامل استفاده شده است. كارها

مدار  يكبه  يدنرس يلاگرانژ با مدل مشاهدات برا يبضرا

 رگذر د يسماتر يكبعنوان  يبضرا ينو استفاده از ا ينهبه

  ماهواره باشد.  يتبردار وضع بيني  يشپ

  گيري		يجهنت - 5

تك  يعدد گيري  انتگرال هاي  روش يقتحق ينا در

 يكديگركنترل شونده با  يبا خطا اي  و چند پله  اي  پله

 هاي  شدند و نشان داده شد كه اگر از روش يسهمقا

 شود، استفاده شونده  كنترل يبا خطا يعدد گيري  انتگرال

اختلاف  گيري،  انتگرال در خطا تلورانس كردن كوچك با

دلخواه قابل كوچك  يزاندو روش تا م زمدار به دست آمده ا

با كوچك كردن تلورانس خطا،  تر  يقكردن است. بعبارت دق

تك  يعدد گيري  انتگرال هاي  روش ينب يآنچنان يفرق

. تنها يستكنترل شونده ن يبا خطا اي  و چند پله  اي  پله

 ينب يسهزمان محاسبات است. مقا ماند  يم يباق يمسئله ا

 يدارا ODE113   كه روش دمختلف نشان دا هاي  روش

است و با توجه به   ODE45نسبت به  يترسرعت مناسب

 يخطا هاي  بودن جواب هر دو روش در تلورانس يكنزد

روش در حل معادلات حركت ماهواره  ينكوچك، استفاده از ا

  . گردد  يم يهتوص
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- روش شبه يكبعنوان  يزمقاله روش لاگرانژ ن ينا در

 يدانلاگرانژ از م يبو با بسط ضرا يدگرد يمعرف يليتحل

روش برطرف  ينا يصهنق ينكامل جاذبه زم يدانبه م يمركز

ارتفاع  هاي  مدار ماهواره يينو امكان استفاده از آن در تع

اثبات شد كه دقت روش  يج. در بخش نتايدفراهم گرد يينپا

در حد  يينماهواره ارتفاع پا يك يروز، برا يكبعد از  لاگرانژ

 است. يليمترم 5
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  ضميمه 

ضرايب اسكالر مورد استفاده در ضرايب در اين بخش 

گيرد. لاگرانژ و نحوه محاسبه مشتقات آن مورد بحث قرار مي

ضرايب اسكالر مورد نياز براي محاسبه ضرايب لاگرانژ عبارتند 
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  تمامي اين اسكالرها داراي فرم زير هستند:

)3(  
[ ]λϕα

α
λϕ

,,

,
),,(

),,(),,(

r

rV
zyxKzyxP

∈
∂

∂
=

   

، تابعي از موقعيت هستند. بنابراين Kو  Pدر اين روابط توابع 

  از رابطه زير قابل محاسبه است: Pمشتق اول و دوم تابع 
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نسبت به زمان با استفاده از قاعده  Kجائيكه مشتقات تابع 

  گردد:اي محاسبه ميگيري زنجيرهمشتق
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با استفاده از همين انديس جمع است.  iدر اينجا انديس 

گيري، مشتق قاعده مشتق
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∂V  نسبت به زمان را محاسبه
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  به عنوان مثال:
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الخط نسبت به زمان نيز از تغييرات مختصات منحني

  گرددرابطه زير محاسبه مي
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اي زمين است. مشتق دوم نيز ، سرعت زاويهωدر اين رابطه 

  شود:به همين شكل محاسبه مي
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